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VORWORT. 



Die Bemerkung, dass dieselbe elegante Methode, durch 
welche Cauchy zur Begründung der Taylor -Maclauriu'schen 
Entwicklungen gelangt war, auch benutzt werden könne zur 
Begründung dei'Legendre-Laplace'schen Entwicklungen, musste 
fast nothwendig den Eindruck hervorrufen, als seien die ge- 
nannten Entwicklungen nur einzelne Bruchstücke eines noch 
unbekannten grösseren Ganzen. Fast nothwendig also 
musste der Gedanke sich erheben, ob jene Cauchy'sche Methode 
nicht vielleicht hinleiten könne zur Entdeckung neuer Ent- 
wicklungen, welche, statt nach Potenzen oder Kugelfunctionen, 
nach irgend welchen anderen Functionen fortschreiten. 

Bei einem Versuche dieser Art durften wohl solche 
E\uictionen die meiste Aussicht auf günstigen Erfolg dar- 
bieten, welche zu den Kugelfunctionen in irgend einem Grade 
der Verwandtschaft stehen. Verwandt mit den Kugelfunctionen 
sind aber, wie meine Untersuchungen über Wärme und Elek- 
tricität (Borchardt's Journal. Band 62, Seite 42) zufälliger 
Weise gezeigt haben, die BesseTschen Functionen /'*. 

So lag es denn nahe zu untersuchen, ob man nicht mit 
Hülfe jener Cauchy'schen Methode zur Begründung von Ent- 
wicklungen gelangen könne, welche fortschreiten nach diesen 
Besserschen Functionen. Die vorliegende Schrift wird zeigen, 
dass derartige Entwicklungen in der That existiren, und die 
allgemeinen Gesetze derselben feststellen. Sie wird zeigen, 
dass diese neuen Entwicklungen in gewisser Hinsicht sogar ein- 
facher sind als die Legendre'schen Entwicklungen, ebenso 
einfach wie die Taylor'schen.* Sie wird nämlich zeigen, dass 
die neuen Entwicklungen, ähnlich wie die Taylor'schen , hin- 
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sichtlich ihrer Convergenz und Gültigkeit gebunden sind an 
Gebiete von circular er Begrenzung, während die Legendre- 
schen Gebiete von elliptischer Begrenzung besitzen. 

Uebersicht und Verständniss meiner Untersuchungen wer- 
den erleichtert werden durch einige vorläufige Bemerkungen 
über den Gang derselben. 

Um die Cauchy'sche Methode verwenden zu können , ent- 
wickle ich im ersten Abschnitt den Ausdruck (y— a?)""^, auf 
übrigens sehr hypothetischem Wege, in eine nach den /"(a:) 
fortschreitende Reihe , und bezeichne die von y abhängenden 
Coefficienten dieser 'Entwicklung mit e« 0** (y), wo 6„ eine 
Zahl repräsentirt, welche für w=0 den Werth 1, für n>0 
den Werth 2 hat. Nachdem die so erhaltenen Functionen 
ö** (y) , ebenso wie die J" (x) selber , einer näheren Betrachtung 
unterworfen sind, folgt sodann im zweiten Abschnitt eine 
Untersuchung von entgegengesetzter Richtung und von völlig 
strengem Charakter. Diese Untersuchung nimmt ihren Aus- 
gang von der vorhin gefundenen Reihe, deren allgemeines 
Glied gleich enJ"{oc)0''(y) ist; sie zeigt, dass diese Reihe 
convergent sein muss, sobald mod x < mod y, und 
dass sie ferner im Falle der Convergenz gleich- 
werthig sein muss mit dem Ausdruck (y — x)-^. Diese 
Ergebnisse bilden den eigentlichen Kern der Theorie. 

Mit grosser Leichtigkeit führt nun die CAuchy'sche Methode 
zu dem Resultat, dass eine gegebene Function, welche hin- 
sichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit gewissen Be- 
dingungen entspricht, immer entwickelbar ist in eine nach 
den Z" fortschreitende Reihe, oder auch \ß eine nach den 
J" und 0» fortlaufende Doppelreihe., Aus diesen Angaben 
wird bereits ersichtlich sein, dass die neu eingeführten Functio- 
nen 0« zu den BesseFschen Functionen Z*» in analoger Be- 
ziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter Art zu denen 
erster Art, d. i. wie die ö'* zu den P". Demgemäss scheint 
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es mir erlaubt und zweckmässig, die /" als BesseTsclie 
Functionen erster Art, die ö" alsBesserscheFunctio- 
nen zweiter Art zu bezeichnen. 

Die Kugelf unctionen P" und ö" sind bekanntlich zu ein- 
ander complementär in Bezug auf eine gewisse Diflferential- 
Gleichung zweiter Ordnung, nämlich die beiden particuläÄi 
Lösungen dieser Gleichung. Anders verhält es sich mit den 
Functionen /" und 0"; denn die Besselsche DiflFerential- 
Gleichung, welcher die /" Genüge leisten, wird durch die 
0" keineswegs erfüllt. Allerdings würde man durch ein- 
fache Operationen eine andere Differential-Gleichung zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche /** und 0" jenen complemen- 
tären Charakter besitzen, mit Leichtigkeit aufzustellen im 
Stande sein; wahrscheinlich aber würde diese Gleichung von 
complicirter Natur werden. 

In .Bezug auf die Bessersche Differential -Gleichung ist 
die Function /" also nicht complementär zu O*", sondern 
complementär zu einer gewissen anderen Function F", deren 
Untersuchung den Gegenstand des dritten Abschnittes ausmacht. 
Im vierten Abschnitt endlich werden gewisse partielle Diffe- 
rential-Gleichungen behandelt, bei deren Integration die 
Functionen /** und F" eine ähnliche RoUe spielen, wie die 
Kugelf unctionen P« und ö" bei der Integration der bekannten 
Differential - Gleichung des Potentiales. 

Alles, was im Gebiet der BesseVschen Functionen im 
Laufe der Zeit zu Tage getreten ist, zu einem einheitlichen 
Ganzen zu verbinden, dürfte eine schwierige Aufgabe sein. 
Die vorliegende Schrift hat keine solche universelle Tendenz; 
sie berührt nur diejenigen Punkte jenes Gebietes, welche nicht 
zu fem abliegen von ihrer eigenen individuellen Richtung. 

Tübingen, den 7. April 1867. 

C. Naumann. 
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Es dürfte angemessen sein , aus der vorstehenden Literatur nament- 
lich zwei Sätze hervorzuheben, weil sie verwandt sind mit dem Gegen- 
stande der vorliegenden Untersuchungen. Es sind folgende: 
Fourier'scher Satz. Die Function 



x^ . x^ x^ 



»/ W — A 22 ^ 2-2. 4. 4 2. 2. 4. 4-6. 6 ^ 
verschwindet für unendlich viele reeUe Werthe von x. Bezeichnet man 
diese ihrer Grösse nach geordnet mit -ö-, so kann jede innerhalb des 

Intervalleso 1 willkürlich gegebene Function f(x) in eine nach den 

J^{Q'x) fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

Sohlömilch'scher Satz. Bezeichnet man die Hälften der ganzen 

Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, mit n, so kann jede innerhalb des Inter- 

valles 7c willkürlich gegebene Function /*(a?) in eine nach den J^{nx) 

[oder auch nach den J^{nx)] fortschreitende Reihe entwickelt werden. 



*) Leider ist mir dieser Aufsatz erst bekannt geworden nach 
Beendigung des Druckes. Ich ersehe aus demselben, dass die Ent- 
wicklungen, welche ich Seite 39 gebe, schon von Schlömilch gefunden 
sind. 
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Verbesserung. 



Auf Seite 39, Zeile 4 mag statt der Worte*, 
' welche innerhalb der gegebenen ringförmigen Fläche hegt, 
und ein .... 
die deutlichere Ausdrucksweise substituirt werden: 

welche der gegebenen ringförmigen Fläche angehört, und ein — 
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Erinnerung an die Eugelfunctionen. 

§ 1. Cauchy's Theorem. 

Sind die .Werthe einer Function f{z) eindeutig und sletig 
innerhalb eines endlichen Gebietes %, so sind sie darstellbar 
durch ein Integral, welches hinläuft über den Rand von %, Ist 
nämlich c irgend ein Punct innerhalb 31, und sind z die Rand- 
puncte von %, so gilt die schon von Cauchy aufgestellte Formel: 

WO die Integration positiv herumläuft um $[. 

Besitzt die Fläche 51 mehrere, etwa n Randcurven, so ver- 
wandelt sich das Integral in eine Summe von n Integralen, jedes 
derselben hinerstreckt über je eine der n Randcurven. 

Was die positive Umlaufung von 21 anbelangt, so ist (na- 
mentlich mit Bezug auf den Fall mehrerer Randcurven) Fol- 
gendes zu bemerken. Zu Grunde gelegt wird bei dieser Aus- 
drucksweise ein in der z Ebene , festgesetztes Coordlnatensystem 
von solcher Beschaffenheit, dass der im Anfangspunct Stehende 
und in der Richtung der reellen Achse Fortsehende die Richtung 
der imaginären Achse markiren würde mit ausgestreckter Linken. 
Dies vorausgesetzt, ist bei jeder Randcurve von 21 unter der po- 
sitiven Richtung diejenige zu verstehen, in welcher die Curve 
durchwandert werden muss, falls man das angrenzende Flächen- 
gebiet beständig zur Linken haben will.*) 



♦) Vergl. hierüber, sowie in Betreff der Ableitung der Formel (1) 
meine „Vorlesungen über Riemann's Theorie der AbeVschen Integrale** 
Seite 71 unH 86. 

Neumann, Theorie d. Besserschen F'unctionen. \ 



2 Einleitung. 

§ 2. Eugelfunctionen und Bessersche Functionen. 

Dass sich die Cauchy'sche Formel (1.) nicht allein zur Be- 
gründung der Taylor*schen Entwicklung nach Potenzen, son- 
dern ebenso gut auch zur Begründung von Entwicklungen, welche 
nach Kugel functionen fortlaufen, mit Vortheil verwenden lässt, 
habe ich in einer früheren Abhandlung*) gezeigt. Gegenwärtig 
beabsichtige ich zu zeigen, wie man auf ganz analogem Wege 
zur Begründung von Entwicklungen gelangen kann, welche fort- 
schreiten nach den Bessel'schen Functionen. 

Zwischen den Kugelfunctionen einerseits und den BessePschen 
Functionen andererseits findet, namentlich was Entwicklungen 
nach diesen beiderlei Functionen anbelangt, ein hoher Grad von 
Uebereinstimmung statt. Um diese möglichst deutlich hervortre- 
ten zu lassen, werde ich zunächst die schon früher in Betreff 
der Kugelfunctionen erhaltenen Resultate in Kürze zusammenstel- 
len , und sodann erst übergehen zu dem eigentlichen Gegenstande 
dieser Abhandlung, nämlich zu den Besserschen Functionen. 

§ 3. Integral -Eigenschaften der Kugelfunctionen. 

Die Kugelfunctionen erster und zweiter Art, P'^(z) und Q'^iz), 
sind particuläre Lösungen der Differential-Gleichung 

^^^ dz^ 1-z^ dz +~l=i^-^— ^' 

und werden in der von Heine festgesetzten Normalform**) darge- 
stellt durch folgende Integrale: 



(3) '^"W-i/; 



d(Q 



(«+^2*— l-COSCö) " + ^ 



n 



(4) Q» W = /'—j^^^—^ 

J (z-f-rz* — 1 • cos tflo) ^ 




1 • cos Co)** dfü , 



i=-r^^ > 



*) Nämlich in meiner Schrift: „lieber die Entwicklung einer Func- 
tion mit imaginärem Argument nach den Kugelfunctionen erster und 
zweiter Art." Halle. 1862. 

**) Heine's Handbuch der Kugelfunctionen. Seite 14, 15 und 59. 
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WO das Vorzeichen der zweideutigeü Grösse ]/z' — 1 so zu wählen 
ist, dass der Bedingung 

(5) mod [z + Yz'^—l) > 1 
Genüge geschieht. 

Diese Functionen P, Q besitzen folgende Integral -Eigen- 
schaften: 

JP'^iz) I^(z)dz^O, 

(6) ^ /ö"* W Q" [z) dz = 0, 

/P^ (z) ö' W dz = k. 
Die Integrationen sind hier über eine Ellipse mit den Brenn- 
puncten + 1 in positiver Richtung Jiinerstreckt zu denken, oder 
auch hinerstreckt zu denken aber irgend welche andere geschlos- 
sene Curve, in welche eine derartige Ellipse, ohne mit der ge- 
radlinigen Strecke — 1 •••-[- 1 in Berührung zu kommen, durch 
Dehnung und Biegung deformirt werden kann. 

Ferner repräsentiren w, n beliebige (gleiche oder verschie- 
dene) Zahlen, und k eine Constante, welche 

(6.ö) = 2!^' ^^^^ = ^ 

ist, jenachdem rriyn gleich oder verschieden sind. 

§ 4. Entwicklung nach Eugelfunctionen. 

Ebenso wie man die Taylor'sche Entwicklung nach steigen- 
den oder fallenden Potenzen aus der Cauchy'schen Formel (1.) 
dadurch ableitet, dass man den in jener Formel unter dem In- 
tegral stehenden Bruch entwickelt nach der Binomischen 

Reihe: 

ebenso bin ich (in der erwähnten Abhandlung) zu der Entwick- 
lung einer Function nach den Kugelfunctionen erster oder zwei- 
ter Art dadurch gelangt, dass ich jenen in (1.) enthaltenen Bruch 

entwickelt habe mit Hülfe der Heine'schen Reihe: 



z — c 

(8) 2^ = ö» (y) I^{x) + i Q' (y) P' ix) + 5 Q^y) i>^ (x) 

+ 7 0" (y) i>» (x) + 

Denkt man sich unter x, y irgend zwei complexe Variable, also 
irgend zwei Puncte auf der z Ebene, und denkt man sich ferner 
auf dieser Ebene ein System confocaler Ellipsen mit den Brenn- 

1* 
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puncten + 1, so bleibt die vorstehende Reihe (wie aus Heine*s 
Untersuchungen hervorgeht) convergent und gültig, so lange der 
Punct X auf einer engeren, der Punkt y auf einer weiteren El- 
lipse sich befindet. Mit Rücksicht hierauf führt nun die Cauchy'- 

sehe Formel (1.), wenn man den Bruch mit Hülfe der Hei- 

^ ' z — c 

ne'schen Reihe (8.) entwickelt, zu folgenden Resultaten. 

Erster Satz, Eür jede Function f (z)^ welche innerhalb einer 
Ellipse mit den Brennpuncten + 1 eindeutig und stetig bleibt ^ exi- 
stirt eine Entwicklung: 

(9) f{z) = «0 i^W + «1 P'{') + «2 i>*W + , 

welche gültig *) ist für alle Puncte im Innern der Ellipse. 

Zweiter Satz, Für jede Function f (z) , welche eindeutig und 
stetig bleibt auf der von zwei confocalen Ellipsen mit den Brenn- 
puncten + 1 begrenzten ringförmigen Fläche^ existirt eine Entwick- 
lung: 

(10) r[z) = «0 poiz) + a, P^{z) + «, i>2(z) + 

+ ft Ö»W + ft Ö'W + §2 QH^) + , 

welche gültig ist für alle Puncte jener ringförmigen Fläche, 

Die Constanten Coefficienten a und a^ß in diesen Entwick- 
lungen (9.) und (10.) können unmittelbar erhalten werden durch 
Anwendung der in (6.) aufgeführten Integraleigenschaften. Ebenso 
ergiebt sich mit Hülfe dieser Integraleigenschaften augenblicklich, dass 
bei einer gegebenen Function f{z) die Ausführung der Entwicklung 
(9.) oder (10.) immer nur auf einerlei Art möglich ist. 

Die angegebenen beiden Sätze haben in neuester Zeit eine 
wichtige Erweiterung erhalten durch eine Untersuchung von Thome. 
Thome zeigt nämlich**), dass die Entwicklungen (9.) und (10.), 
ohne Beeinträchtigung ihres Gültigkeits - Gebietes, beliebig oft 
nach z düferenzirt werden können. 



*) Wenn eine Entwicklung gültig genannt wird innerhalb irgend 
welcher Grenzen, so versteht sich von selber, dass sie innerhalb die- 
ser Grenzen auch convergent ist. Denn die Convergenz ist ein noth- 
wendiger Bestandtheil der Gültigkeit. 

In gleicher Weise betrachte ich (wie hier zu bemerken nicht über- 
flüssig sein wird) das Endlichbleiben einer Function als einen noth- 
wendigen Bestandtheil ihrer Stetigkeit. 

**) Borchardt's Journal. Bd. 66. Seite 337. 
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Definition und Eigenschaften der BesseFschen 

Functioüen. 

§ 6. Die Besserschen Functionen erster Art /". 

Die neuen Entwicklungen, welche den eigenllichen Gegen- 
stand der gegenwärtigen Abhandlung bilden, laufen fort nach 
zweierlei Functionen y«(z) und 0''{z), welche in ihrer gegenseiti- 
gen Beziehung grosse Aehnlichkeit zeigen mit den Functionen 
P'^iz) und jß'*(z), welche indessen nicht ein und derselben Diffe- 
rential - Gleichung zugehören. 

Die Function J"{z) ist identisch mit der BessePschen 
Function. Sie ist eine particuläre Lösung der Gleichung: 

(1) . l-f + if + O-l)'"« 

und dargestellt durch die stets convergente Reihe: 

(2.a) •^''W=24^::2^V ""2^271+2 + 24~2«-f2.2«-f4 ^ )* 

Um diese Reihe "^j (namentlich mit Bezug auf den Fall n=0) in 
unzweideutiger Weise hinzustellen, ist es gut, sie so zu schrei- 
ben: 

(2.6) •^"W = 2«Z7T(-' "" 2.2«-f2 + 2.4-2n + 2.2w-f4 "" )' 

WO Hn die von Gauss eingeführte Function vorstellt, wo also 



^) Das Gesetz, nach wel ehern diese Keihe fortschreitet, ist leicht 
zu übersehen. Das nächstfolgende Glied in der Parenthese würde 
lauten : 



z« 



2-4-6-2n + 2-2n + 4-2n + 6 
Die Vorzeichen sind alternirend. 
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JI0=1, 

171 = 1, 772 = 1.2, 773 = 1-2.3, etc. etc. 

ist. Durch weitere Anwendung dieser Gauss'schen Function kann 
die Reihe für J"{z) auch so dargestellt werden: 

1^ / z y 4-4 

"'" IZ2 n«+2\ 2 / 
Endlich kann der Werth von J"{z) auch ausgedruckt werden ver- 
mittelst eines bestimmten Integrales, nämlich: 

7t 

(2. et) /"(z) == ■ — I cos {z sin od — n cd) d ca. 

Diese letzte Formel bildet, beiläufig bemerkt, die ursprüng- 
liche Definition von J"{z), wie sie von Bessel gegeben wurde.*) 
Ausserdem hat Bessel noch folgende andere Integral - Darstellung 
gefunden : 

7t 

(2.d') /'*(2:)== , ^ , ^ ' — / cos (z cos co),sin2''a) d(o, 

welche später von Jacobi von Neuem abgeleitet wurde durch An- 
wendung einer sehr merkwürdigen allgemeinen Methode. **) 

§ 6. Entwicklung von oos (z sin a>) und sin (z sin o) nach 
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von o. 

Die Formel (2.(?) kann so geschrieben werden: 

n 

(3.) /«(2)= — I [cos [z sin co) cos ww + sin [z sin oo) sin na>] rfo. 



Hieraus ergiebt sich leicht: 

7t 

(4.a) /"(z) = — I cos (z sin w) cos »« e/w für jedes gerade n, 

und andererseits: 



^) Bessel: ,, Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht.*' Ahhandlung. der Math. 
Classe der Berliner Akademie, aus dem Jahre 1824. S. 22. 

**) Jacobi: ,^Fonnula iransfoimationis irUegralium definitorum.*^ Crelle's 
Journal Bd. 15. Seite 13. 
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n 



(4. 6) J*\z) = — / sin [z shl ©) sin n© rfw für jedes ungerade «, 



Aus den Formeln (4. a) und (4. 6) aber folgt unmittelbar, dass 
die Entwicklungen von C08 {z sin o) und sin {z sin ra) nach den 
Cosinus und Sinus der Vielfachen von cd mit Coefflcienten behaf- 
tet sind, welche Identisch sein müssen mit den /''(s). So erge- 
ben sich die (schon von Bessel aufgestellten) Formeln: 

(5.a) cos (zsincö)=J<>(z) + 2/^(z)cos2(ö+ 2 /^(z) cos 4ai + 

(5.ft) sin (zsinc})=2/i(z)sina)+2/3(z)sin3o}+27*(z)sin5ö) + 

Hieraus folgen leicht die später nothwendigen Formeln: 

(6.a) 1 = J^[z) + 2/2(2) + 2J\z) + 2/«(z) + 

(6.6) . « = 2.1/i(z) + 2.3/3(s)+2.5y*(«)+2.7/7(2) + ; 

denn (6.a) ergiebt sich aus (5.a), sobald man 0=0 setzt; und 
(6.6) wird erhalten, wenn man (5.6) nach o dififerenzirt, und so- 
dann wiederum 00 = setzt. 

Die Gleichungen (0. a, 6) lassen sich übrigens, mehr sym- 
metrisch, auch so darstellen: 

(7.a) l = fio-^"W +f2-^W H-^a-^'W +^6-^^ + 

(7.6) 2 = If 1 J^ [z) + 3^3/3(2) + 5^5 J^{z) + 7^7 77(z) + , 

wo Zn eine Constaute vorstellt, welche später noch vielfach benutzt 
werden soll, welöhe = 1 ist für n == 0, und = 2 ist für «>(). 
Die Entwicklungen (5.a,6) führen, wie hier beiläufig be- 
merkt werden mag, zu einer neuen gemeinschaftlichen Darstel- 
lung sämmtlicher Functionen J durch ein bestimmtes Integral. 

Substituirt man nämlich in jenen Entwicklungen ri + ~ an 

Stelle von co, so erhält man: 

(8.a) cos [zcosri) =J^ — 2P cos 2i? + 2 7* cos 4?/ — 2 /« cos ßri 

+ 2 /»cos 81? — , 

(8.6) sin (zcosTi) = 2 /^ cos 1? — 2/^ cos Srj +2 J^ cos 5iy 

— 2J^cos7ri+ , 

wo J^,JKJ^' — zur Abkürzung gesetzt sind für J^{z),J^{z),J'^(z), • • • 

Durch Benutzung der Grösse 1 = ^ — 1 können wir diesen 
Formeln folgende Gestalt verleihen: 
(9.a) cos (z cos 1?) = /«+ 2|2/^cos2i?-f 2t*/^cos4i? + 2|ß/^cos6i? 

+ 
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(9.b) f sin (2 cos 1?) = 2i P cos 1? +2i^PcosSri + 2fiJ^cos5ri 

+ 

Hieraus folgt durch Addition: 

(10) ßiscosi? := 2J 6n i" J" COS «1?, 

« = 

WO die Summation über alle positive ganze Zahlen hinläuft, und 
f„ die vorhin eingeführte Constante vorstellt. 

Aus dieser Entwicklung (10) ergiebt sich nun unmittelbar 
(statt /" setzen wir wieder /'*(«)): 



n 



(11) I« /« [z] = -^ /e« ^«» "i cos nri dri , 

oder, was dasselbe ist: 



n 



(12) /"(z) = ^^ ^ / ß»*'^«'*'' cos Ml?(?*?, 



■/ 



eine Formel, welche, ebenso wie die Formeln i^,d) und (2.d'), 
gültig ist für jedes beliebige n, 

§ 7. Uebergang von der Besserschen Function erster 
Art /" zu den Functionen zweiter Art 0". 

Die Untersuchungen dieses § werden provisorischer Na- 
tur sein, nämlich angestellt werden auf Grund und mit Hülfe 
hypothetischer Voraussetzungen. 

Es handelt sich darum , neue Functionen aufzustellen, welche 
einer gewissen vorgeschriebenen Anforderung Genüge leisten. Un- 
sere erste hypothetische Voraussetzung besteht darin , dass diese 
vorgeschriebene Anforderung überhaupt erfüllbar ist, besteht also 
in der Annahme, dass die gesuchten Funktionen wirklich exi- 
stiren. 

Von dieser Hypothese aus führt ein directer, völlig siche- 
rer, aber höchst beschwerlicher Weg zu jenen unbekannten 
Functionen hin. Diesen Weg werden wir nicht betreten. Wir 
werden einen andern, indirecten Weg einschlagen, der aller- 
dings bequem, aber äusserst unsicher ist, der nämlich nur pas- 
sirbar sein wird mit Zuhülfenahme von drei Voraussetzungen, 
die wiederum völlig hypothetischer Natur sind. 

Ob also die Fimctionen, zu welchen wir in solcher Weise 
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gelangen, der vorgeschriebenen Anforderung wirklich Genüge lei- 
sten, wird durchaus zweifelhaft sein. Und dieser Zweifel wird 
erst beseitigt werden in späteren §§. 

Es seien x und y zwei beliebige complexe Variable, geome- 
trisch also dargestellt durch irgend zwei Puncte in der z Ebene. 
Ferner seien J^(x), J^{x), J\x), • • • • die dem Argumenta; ent- 
sprechenden Besserschen Functionen. Endlich mögen mit 0%), 
0^[y), 0\y) , die dem Argument y entsprechenden unbe- 
kannten Functionen bezeichnet werden. Die vorgeschrie- 
bene Anforderung, der diese unbekannten Functionen genü- 
gen sollen, lautet: 

(1. a) -i- = J^[x) 0\y) +2J\x) 0\y)+2J\x) 0\u) + ^J'i^) 0\y) 
y •*' 

+ •••, 

und kann also, mit Benutzung der früher eingeführten Con- 
stanten : 

auch so ausgedrückt werden: 

(!•*) r:^ = ■^*» •'"W «"(y)- 

Die unbekannten Functionen O'^iy) sollen nämlich, wird gefor- 
dert, von solcher Beschaffenheit sein, dass diese Gleichung (l.a, 6) 
entweder allgemein slatlfirldet bei völlig freier Beweglichkeit der 
Puncte X, y, oder wenigstens stattfindet, so lange die Bewegung 
jener Puncte beschränkt bleibt auf irgend welche Flächen- 
gebiele. 

Unsere erste Hypothese besteht, wie schon angedeutet, 
darin, dass die einer solchen Anforderung entsprechenden Func- 
tionen 0'*(t/) wirklich existiren. Von dieser Hypothese aus führt 
ein leicht findbarer directer Weg zur Aufstellung jener unbe- 
kannten Functionen. 

Wir schlagen einen andern, indirccten Weg ein, und be-' 
ginnen mit folgenden Betrachtungen. Versteht man bei irgend 
einer Function f{x,y) oder f unter J und J' die Operationen: 



(2) 



' ~ dx'i ^ X dx ^ '' 

'~~dy*^ydy^ y* '' 



so ergiebl sich 
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oder 

x'^ A (—\ = ^^^^^"^-^ + -^ 

oder, wenn man die Differenz y — a; = « setzt, und u an Stelle 
von X einfuhrt, 

Vy — x) V? K ' 

oder, wenn man nunmehr u wieder ersetzt durch seine eigent- 
liche Bedeutung y — x\ 

Diese Formel kann, wie leicht zu übersehen, auch so dargestellt 
werden : 

und kann daher mit Benutzung des in (2) eingeführten Opera- 
tionszeichens A' auch so geschrieben werden: 

Die Gleichung (1. a, 6), deren Benutzung gestattet ist auf 
Grund unserer ersten Hypothese, führt nun mit grosser Leich- 
tigkeit, jedoch mit Herbeiziehung einer zweiten Hypothese, 
zu den Formeln: 

(4) 

^ 

Die hiebei erforderliche zweite Hypothese besteht in der An- 
nahme, dass jene durch irgend welche unbekannten Functionen 
0'*(y) erfüllbare Gleichung (l.«,6) gültig bleibt bei wiederholter 
Differentiation nach x, y. 

Die Substitution der Werthe (4) in die Gleichung (3) liefert 

(5) y + x=^Zn (j- [xy y'^A '0^(y) — 0« {y) • x'^ AJ'^ [x)\ 
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Nun genügt die Bessersche Function J'^ix) der (Seite 5 angege- 
benen) Differential-Gleichung 

weiche mit Anwendung des in (2) eingeführten Operationszei- 
chens J auch so darstellbar ist: 



n« 



Substituirt man diesen Werth von ^J"{x) in (5), so erhält man 

(6) y + x=^2s„jn{x) (y^J'O^^iy) — n'0-(y)y 

Hier haben wir das Binom y -^ x vor uns, entwickelt in eine 
nach den J*^[x) fortschreitende Reihe, deren Coefficienten reprä- 
sentirt sind durch Functionen von y. 

Eine derartige Entwicklung des Binoms y + x lässt sich 
leicht noch in anderer Weise erhalten, nämlich durch Benutzung 
zweier früherer Formeln (Seite 7), welche, wenn man den dor- 
tigen Buchstaben z mit x vertauscht, so lauten: 

l = B^J^[x) +B^ P {x) + e, J^x) + 

X = 1^1 P (x) + 3^3 J^{x) + 5f5 J'^ix) + 

Wird die erste dieser Formeln mit y multiplicirt, und sodann 
die zweite hinzuaddirt, so ergiebt sich 

(7) y + x = B,'yJ^x) + B^^yJ^x) + e^-y J^^) + •••• 

+ fi-l J^{x) + B^'SJ^ix) + e^'5J^{x) + , 

eine Entwicklung, welche, ebenso wie die in (6j, fortschreitet 
nach den J*^(x) und Coefficienten besitzt, die unabhängig von 
X sind. 

Die dritte Hypothese dieses § besteht in der Annahme, 
dass diese beiden für das Binom y + x erhaltenen Entwicklun- 
gen (6) und (7) unter einander identisch sind, Sie führt uns 
augenblicklich zu den Formeln: 

y2 J' On(y) _ Ti^Qn^y) = ^ ^^ jedes gerade w, 

(8) 

y2 ^ 0"(y) — n^O''[y) = n für jedes ungerade w, 

Formeln, welche, mit Rücksicht auf die Bedeutung von J\ in 
ihrer ausführlichen Gestalt so lauten: 
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-^ +7 -dy^\^--t-)^^^^l (gerades n). 

(9) 

^-S^+7 -a7^+(^--^)«'(^^=;' <-'^-^-)- 

Eine etwas bequemere Gestalt eHialten diese Differential-Gieicbun- 
gen, wenn man 

(10) . 0«(y) = if-^^^[y) 

substituirt. Für die Functionen Ä'*(y) ergeben sich alsdann die 
Gleichungen : 

(11) 

—Z^t r -y- — g^ + " (S') = ^;hM («»««"des n). 

Für diese lelzleren Gleichungen lassen sich gewisse parti- 
culäre Lösungen leiclil finden mit Hülfe der Ansätze: 

^"(y) = -^ + ^ + ^ + • • • • (gerades «). 

(12) c c c 

•^'* (y) = -:^l + ^;;^ + ^jTm^ö + (ungerades n). 

Die Constanteh C lassen sich nämlich ohne Muhe der Art be- 
stimmen, dass den Gleichungen (11) Genüge geschieht. Auch 
flndet man, dass diese C nur bis zu einem gewissen Range Werthe 1 

besitzen, spater aber verschwinden, dass also die vorstehenden 
Ansätze zu particulären Lösungen führen v^n geschlossener 
Gestalt. 

Hieraus ergeben sich dann unmittelbar entsprechende parti- 
culare Lösungen für die ursprünglichen Differential- Gleichungen 
(9). Sie lauten: 

(gerades n) , 

(13) 

nn i„\— " /i , "'-1' , (n«-l«) (n«- 3') (n«-l«)(«»-3«)(n«- 5') , \ 

{y)-^{i+-^+ ^ + ^r— +•) 

(ungerades n). 

Diese Werthe besitzen eine geschlossene Gestalt. Denn die 
in den Parenthesen beGndlichen Reihen brechen von selber 
ab, wie man augenblicklich erkennt. 
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Die vierte und letzte Hypothese dieses § besieht end- 
lich in der Annahme, dass die eben gefundenen particulären 
Lösungen der Differential - Gleichungen (9) identisch sind mit den 
gesuchten Functionen, d. i. mit denjenigen Functionen 0'*[y), 
durch welche die in (1) gestellte Anforderung erfüllt wird. 

Dass solches in der That der Fall ist, wird später mit vol- 
ler Strenge nachgewiesen werden. Um aber diesem Nachweis 
führen zu können ist es erforderlich, dass wir die erhaltenen 
Functionen 0'*(y) näher ins Auge fassen. Um dabei eine grös- 
sere Symmetrie mit unseren früheren Untersuchungen über die 
Functionen /"(z) zu erzielen, werden wir den Buchstaben y ver- 
tauschen mit z. 

§ 8. Die Besserschen iEhinctionen zweiter Art 0". 

Die beiden Differential -Gleichungen (9) können (wenn man 
den Buchstaben y mit z vertauscht) zusammengefasst werden in 
die eine Gleichung: 

wo dann ^« eine gegebene Function von z vorstellt, von ver- 
schiedener Bedeutung je nach dem Werthe von n; nämlich: 

1 

ö^n = — für jedes gerade «, 

(14«) 

n 
ö'» ^^ Ti ^ür jedes ungerade n. 

So hypothetisch die Untersuchungen des vorhergehenden § 
auch sein mögen« mit voller Gewissheit geht aus ihnen hervor, 
dass dieser Differential -Gleichung (14) genügt wird durch eine 
Function 0"(z), welche, jenachdem n gerade oder ungerade ist, 
dargestellt wird durch eine der beiden Formeln: 

y , (gerades n) , 

(15. a) 
0»(i)= ^(l+'^+ (»'-l'K>.'-3») , (««-l«)(n«--3«)(«'- 6») ^ . . . \ 

(ungerades n). 

Diese Formeln sollen von jetzt ab als die Defini- 
tion der Function 0'*(z) angesehen werden. Aus ihnen er- 
giebt sich, um einige Beispiele anzuführen: 
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(15.«') OHz) = 4 + Ä. 

o*w = 4 + ^ + 



192 



r5 » 



und andererseits: 

ot(.) = l, 

(15.«") 03(z) = | + 5. 



Allgemein erkennt man aus den Formeln (15, a) und mit 
Rücksicht auf das Abbrechen dieser Formeln, dass 0'*(r) eine 

ganze rationale Function von — vom {n + 1)^*'" Grade 

ist, welche verschwindet für z ^ <x>. 

Die beiderlei Werthe, welche 0« (2) besitzt, jenachdem n ge- 
rade oder ungerade, können, auf etwas künstliche, für einige 
Untersuchungen aber vortheilhafte Art, in gemeini^ame Form ge- 
bracht werden. Setzt man nämlich: 

A,- = 1, 
^2" = n, 
A^ z=z wn, 

^^« = w(w — 1) («4-1), 

A^» = n'{n — 2)n{n + 2)\ 
A,- = n.(n-3) (n^l) (w + 1) (n -|- 3) , 
^7« = „.(n — 4) (« — 2) « (w + 2) (w-h4), 
u. s. w. , mithin allgemein: 

^/=n.(n-p+3)(n-i>-f-5)(n-p-|-7) («+p-3), 

und setzt man ausserdem: 

h == 2~^' folglich X„^p = ^-^ — , 

so dass also K+p den Werth oder 1 besitzt, jenachdem n + p 
eine gerade oder ungerade Zahl ist, so erhalt man für jedes be- 
liebige n: 

(15. 0«(2) =^27* K+p Ä^r z-p. 

pz=l 
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Die obere Grenze dieser Summe kann nämiicii =: cx) gesetzt wer- 
den, weil die bei der Summation entstehende Reibe von salber 
abbricht mit einem gewissen Gliede. Bei geradem n verschwin- 
det der Factor X für jedes gerade^, so dass nur ungerade 
Potenzen von z übrig bleiben. Und ebenso sieht man, dass nur 
gerade Potenzen von z übrig bleiben werden., sobald n unge- 
rade ist. 

Eine ßndere und weit einfachere Darstellungsart ergiebt sich 
für die Functionen 0^(2;), wenn man die als DeGnition hinge- 
stellten Ausdrücke (15. a) in umgekehrter Weise (nach stei- 
genden statt nach fallenden Potenzen von z) ordnet. Man findet 
alsdann für jedes beliebige n den Werth: 

(15. ft) *-0»W = ?^^( 1 + ä:ä^ + 2Ä^k=i+ ) ' 

WO unter €„ wiederum jene schon oft gebrauchte Gonstante zu 
verstehen ist, welche den Werth 1 hat für n = 0, den Werth 2 
für n > 0. Diese Formel zeigt eine überraschende Aehnlichkeit 
mit der für /"(z) auf Seite 5 angegebenen Formel (2.6). Sie 
leidet aber an der Unbequemlichkeit, dass der in Parenthese ste- 
hende Ausdruck nicht von selber abbricht, des Abbruchs aber 
bedarf. Das letzte jenem Ausdruck noch einzuverleibende 
Glied lautet, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder: 

2-4. ..n.2n-2. 271-4. ..;i (gerades 71), 

oder: 

2»— 1 ■ 

2.4....n-1.2n-.2.2;i-4...7i+l (ungerades «). 

Bemerkt mag noch werden, dass die Formel (15.6) auch so 
darstellbar ist: 

(15.C) e„0«(z)=-^|^-^(-)+-^(^) +1^T>) +-J- 

Der in Parenthese stehende Ausdruck bedarf hier wiederum 
des Abbruchs. Sein letztes Glied lautet entweder: 

«—2 

( — ] (gerades w), 



n^_- _.o 



2 

oder: 



( — ) (ungerades 71). 
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Die Function &* (z) ist, wie schon (Seite 14) bemerkt 
wurde, zu cliarak terisiren als eine ganze rationale 

Function von — vom (w+l)*®" Grade, welche verschwin- 

det für z^=(x>. Hiermit steht, wie man augenblicklich über- 
sieht, in unmittelbarer Beziehung der Abbruch der Ausdrücke 
(15.6,c). Diese Ausdrücke sind nämlich, dies können 
wir als allgemeine und stets gültige Regel hinstellen, 
jederzeit so weit fortzusetzen, als es verträglich ist 
mit dem eben genannten Charakter der Function 0"(z). 
Endlich kann die Function 0" (z) auch dargestellt werden 
durch ein bestimmtes Integral. Von den Ausdrücken (15. ä) aus- 
gehend findet man ohne erhebliche Anstrengung^): 



00 



(15.d) 0- W ^J'i^+l^+^^^^lMl'e-.da,. 



Schon die äussere Gestalt der Functionen / und verräth, 
wenn man einen Blick auf die Formeln (2.6) Seite 5 und {15. b) 
Seite 15 wirft, eine gewisse Zusammengehörigkeit dieser Func- 
tionen, ähnlich derjenigen, welche zwischen den Kugelfunctionen 
P und Q stattfindet. Dass eine solche Zusammengehörigkeit wirk- 
lich vorhanden ist, wird die weitere Untersuchung deutlich her- 
vortreten lassen. Mit Rücksicht hierauf mag es mir gestattet 
sein, den Namen der Functionen / auszudehnen auf die 0, näm- 
lich die / als BesseTsche Functionen erster Art, die 
als Bessel'sche Functionen zweiter Art zu be- 
zeichnen. 

Ein Mangel in der erwähnten Analogie besteht allerdings 
darin, dass P und Q particuläre Lösungen ein und derselben 
Differential Gleichung sind, während die Functionen /und ver- 
schiedenen Differential-Gleichungen zugehören, nämlich den Glei- 
chungen (1.) Seite 5 und (14.) Seite 13. 

§ 9. Integral -Eigenschaften der Besserschen Functionen 

erster und zweiter Art. 

Die. Function /»(t) wird durch eine Reihe (Seite 5) darge- 
stellt, welche nach positiven ganzen Potenzen von z fortläuft. 



*) Die Ableitung dieser Formel unterdrücke ich, weil von ihr im 
Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird. 
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und welche (ebenso elwa wie die Reihen für sinz und cos 2) 
convergent ist für alle Puncte der z Ebene. Daraus folgt: 

(1) Die Function J"{z) ist auf der z Ebene allenthalben eindeutig 
und stetig. Gleiches gilt von ihren sämmtlichen Ableitungen. 

Andererseits ergiebt sich aus der für 0''{z) hingestellten Defini- 
tion (Seite 13.): 

(2) Die Function 0^{z) ist von der Form: 

0''{')=^ + ^ + ^ + ••••• + I- + -f'. 

wo Ay Bj C, ' ' ' Gy H Constante^ und zum Theil = sind. Sie 
ist daher eindeutig und stetig in allen Puncten der z Ebene , ausser 
im Puncte 0. Gleiches gilt von ihren Ableitungen, 

Aus (1) ergiebt sich unmittelbar: 

(3) - /«^'"W -^"W dz = 0, 

wo die Integration auf der z Ebene hinerstreckt sein kann über 
eine beliebige in sich zurücklaufende Curve, und wo m,n irgend 
zwei beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen vorstellen. 
Ebenso ergiebt sich aus (2), dass die analoge Formel 

(4) JO^'iz) 0«(z) (/2 = 0, 

gültig sein wird, sobald die in sich zurücklaufende Integrations- 
Curve ein Gebiet umgrenzt, welches den Unstetigkeitspunct 
der Functionen nicht in sich enthält. Beachtet man aber. 



dass das Integral 



/ 



dz 
zPzi' 



hinerstreckt über einen um jenen Punct beschriebenen Kreis, 
verschwindet, sobald p, q positive ganze und von verschie- 
dene Zahlen sind, so ergiebt sich mit Rücksiebt auf die in (2) 
angegebene allgemeine Form der Functionen augenblicklich, 
dass die Gleichung (4) an die eben gemachte Beschränkung nicht 
gebunden ist, dass sie vielmehr, ebenso wie (3), gültig sein wird 
für jede beliebige in sich zurücklaufende Integralions-Curve *). 



"') Streng genommen , muss vorausgesetzt werden, dass die Inte- 
grations-Curve den Punct nicht herührt, weil sonst der Ausdruck 
unter dem Integral unendlich gross werden würde in dem Augenblick, 
wo die Integration diesen Punct passirt. Dieselbe Voraussetzung wird 
auch noch späterhin in diesem § gemacht werden. Sie liegt so deut- 
lich zu Tage, dass ihre jedesmalige Erwähnung überflüssig erscheint. 
Neumann, Theorie d. Besserschen Functionen. 2 
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Um endlich drittens die Integrale von der Gattung 
(5) J J'^Xz) 0^[z) dz 

zu untersuchen, gehen wir zurück auf die Differential -Gleichun- 
gen. Setzen wir zur Abkürzung J'*'{z) = / und 0" (2) = 0, so 
lauten jene Gleichungen (Seite 5 und 13) folgendermassen : 

(6) 

und können, wie leicht zu übersehen, auch so dargestellt werden: 
d'J , l dJ , / ^ vi 

(7) 



dz^ Z CZ * \ 2*/ 



Hieraus ergiebt sich, wenn man die erste Gleichung mit 
— zO^ die zweite mit / multiplicirt, und dann beide addirt: 

y-d^ - ^^ dz-) + 1 (-^ ^. - ^^ ^zj + 

oder, wenn man zur Abkürzung / -!^ - — zO ^ = ü setzt: 



oder ^enn man mit z multiplicirt: 

z^ + ü + (m'' — «2) JO = 22^, J, 
oder, was dasselbe ist: 

(8) ^f + (m^ - n2) JO = z'^gn /. 

Integrirt man diese Gleichung über eine beliebige in sich 
zurücklaufende Curve, so ergiebt sich: 

(9) (m^ — n^) J jodz =J z^Qn Jdz. 

Das Product z'^g^ ist (zufolge des Werthes von ^„ Seite 13) 
entweder = z, oder = w. Demnach ist z^gnJ, ebenso wie /sel- 
ber, auf der 2; Ebene überall eindeutig und stetig, das über jene 
Curve hinerstreckte Integral y^^^^/e/z also = 0/ Somit verwan- 
delt sich die Gleichung (9) in: 
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(10) [m^ — n^)fjOdz = 0, 
oder ausfübrlicher geschrieben, in: 

(10. a) ^ (m2 — n^) f /«• (2) 0« [z] dz = 0. 

Hieraus folgt, dass 

(11) ' ,fj'^{z)0^{z)dzz=0 

sein miiss, so oft die Zahlen m, n verschieden sind. 

Zu untersuchen bleibt schliesslich noch der Werth des Inte- 
grales (11) für den Fall m =3 n. Nach den Definitionen von /"(z) 
und 0"(z), Seite 5 und 15, ist 

r'{z) =2lln{^ + az^ + bz^ + ), 

wo a, b, , , . cc, ß Constante sind, auf deren Werthe es 

hier nicht weiter ankommt. Hieraus folgt durch Multiplication : 

Bn J'^iz) 0''{z) = ^{1 + Az^ + Bz^ -\ ) , 

wo ^, j9, . . . ebenfalls Constante sind. Integrirt man diese 
Gleichung über irgend eine in sich zurücklaufende Curve, so er- 
hält man 



'.nfj''{z)0"{z)dz = J^. 



Hieraus aber folgt, dass das Integral 

(12) Bn f J" [z] 0« (z) dz = 2 m, oder = 

sein muss, jenachdem das von der Curve umgrenzte 
Gebiet den Punct enthält, oder nicht enthält. Vor- 
ausgesetzt wird dabei, dass die Integration um dieses Gebiet her- 
umläuft in positiver Richtung. 

Die einzelnen Ergebnisse in (3), (4) und (11), (12) können 
folgendermassen zusammengefasst werden. 

Versieht man unier f eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration, so gel- 
ten die Formeint 

fj'^iz) J"{z)dz = 0, 

(13) fO'^iz) 0^{z)dz = 0, ' 

wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind. 

2* 
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Wenn das von der Inlegraiions - Curve umgrenzte Gebiet den 
Punct nicht enthält^ so ist jederzeit 

Ar = 0. 

Enthält aber jenes Gebiet den Punct in sich , so ist 

Ä = — , oder = 0, 

jenachdem die Zahlen m, n gleich oder verschieden sind. 

Um jede Ungenauigkeit zu entfernen, ist schliesslich noch 
zu bemerken, dass einige der hier aufgeführten Formeln ungül- 
tig werden, sobald die Integrationscurve den Punct berührt; 
wie sich solches sowohl aus der BeschafTenheit dieser Formeln, 
als auch aus ihrer Herleitung leicht erkennen lässt. Andere Aus- 
nahmefälle existiren nicht. 

§ 10. Becurrirende Eigenschaften der Besserschen Func- 
tionen erster und zweiter Art. 

Die Definitionen der Functionen J und fuhren, wie so- 
gleich erläutert werden soll, zu folgendem merkwürdigen Satz. 

Für jedes beliebige n (ausgenommen w = Oj ist: 

(14. a) 

2^^ = O—'W — 0''+'(z). 
Auf den Fall « = sind diese Formeln schon desshalh nicht an- 
wendbar, weil /~'(«^ und 0~^{z) ohne Definition gebliehen sind. 
Diese Lücke findet ihre Ausfüllung in den Formeln 

"^ = - ^>W. 

(14. b) 

. ^) = - o.(.). 

In Bezug auf diese Relationen herrscht also zwischen den beiderlei 
Functionen J und die vollständigste lieber einstimmung. 

Die Relationen für die / lassen sich auf Grund der festge- 
setzten Definition: 

(15) •^"(2)=24.:;2^ [^ -" 2271+2 "'" 2^.2«-t-2-2n-t-4 ~ j 

mit solcher Leichtigkeit beweisen, dass ein näheres Eingehen 
hierauf überflüssig erscheint. 
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Mehr Mühe macht der Beweis bei den 0. Was zunächst den 
Fall n =: anbelangt , so ergiebt sich die Relation (14. h) augen- 
blicklich aus den (Seite 14) gefundenen Werlhen: 

Um die den übrigen Fällen n > entsprechende Relation (14. a) 
zu beweisen, gehen wir aus von der Formel 

(16) 0-[z) = i:kn+pAp-z-P, 
(welche Seite 14 besprochen ist). Aus dieser folgt: 

0»- 1(2) = 2:A„4.p_i ^p«-i 2-P, 

(17) " 0«+i(z) = Eln^p+i V+' ^■~^' 

Die Summationen 2 sind hier erstreckt über p = 1 , 2, 3, cx). 

In den drei Ausdrücken (17) sind die Coefficienten voji z-^p fol- 
gende: 

''•n-l-p — 1 -^^p > 

(17. a) ^»4-/^+1 V"^'» 

— (p— l)A„4.p_i ^"p-i. 

Diese Coefficienten nun müssen, falls jene Ausdrücke (17) der 
Relation 

genügen sollen, von solcher Beschaffenheit sein, dass 

(16) — 2(/? — 1) h^p-^iA%-i=Xn^p-.iAp^-^ -Xn^p^iAp^+^ 

ist. Die Indices der drei X (nämlich n + p — 1 und n + P + 1) 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade, die Grössen X 
selber also von gleichem Werth; so dass die zu erfüllende Glei- 
chung sich reducirt auf: 

(17) — 2 (p— 1) A-p^x = Ap--' — Ap-^K 

Dass diese nun aber wirklich erfüllt wird, zeigt sich augenblick- 
lich, wenn man für die A ihre Werthe (Seite 14) substituirt. 

Von Bessel selber wurde bereits eine Relation entdeckt, wich- 
tig für eine recurrirende Berechnung der Functionen /. 
Er fand nämlich: 
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Für jedes beliebige n [ausgenommen n = 0) ist 

(18) y J"[z) = /«^"M^) + ^"^'W, 

«mß Relation, welche auf den Fall n=0 schon. desshalb nicht an- 
wendbar ist, weil J^^iz) ohne Definition geblieben ist. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich, mit Zu- 
grundelegung der Formel (15), durch eine einfache Rechnung 
leicht überzeugen. 

Subtrahirt man von der Relation (18) die in (14 a) aufge- 
stellte Relation: 

2 ^.^Z^l = J^-^[z) - /"-i-M^). 

CZ 

» 

so ergiebt sich: 

(19) ^ /"W -?|f = /»+>W. 

Diese letztere Relation hat vor den früheren den Vorzug, dass 
sie nicht allein für n > gilt, sondern auch noch gültig ist für 
n = 0. Denn für w = verwandelt sie sich in 

(19. «) -^ = /i(z). 

eine Formel, welche identisch ist mit (14. b). Somit können wir 
folgenden Satz hinstellen. 

Für jedes beliebige ?i (inclusive w = 0^ ist; 

(20) /-+! [z] = f J-(z) - ^1^. 

eine Relation, welche je zwei aufeinanderfolgende der Functionen J 
miteinander verbindet. 

Bei den Functionen Eigenschaften zu entdecken, welche 
denen in (18) und (20) analog wären, ist mir nicht gelungen. 
Die in diesem § angegebenen Relationen sind für die Besserschen 
Functionen erster Art, nämlich für die /, schon von Bessel sel- 
ber abgeleitet worden*), und zwar mit Hülfe einer Methode von 
bemerkenswerther Einfachheit, welche hier kurz angegeben wer- 
den mag. Die Formel (Seite 6) : 

y»(z) = — I cos (nw — z sin co) d^ 



V 



*) 1. c. Seite 31 und 34. 
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verwandelt sich, wenn man zur Abkürzung 

(21) U=^ ncD — z sin CO 
setzt, in: 

7t 

(22) J''{z)= ^ Tcos ü du). 
Gleichzeitig wird alsdann: 

(23) /»-i(z).= 1 r cos {U—d} dto, 





7t 



(24) /''+1 {z) = ^ f cos (ü + «) da), 



Nun ist, wenn man z als constant, und nur co als variabel an- 
sieht (nach 21): 

d sin 27= cos ü du = cos U {ndco — z cos co rfco), 

und wenn man nun nach co integrirt zwischen und n: 

<ü:=-7t 7t 7t 

sin 27 = n i cos üdo) — z j cos U cos w dco. 

ü)=zO 

Diese Gleichung verwandelt sich mit Rücksicht auf (21) und (22) in. 



7t 



= n7tJ'*{z) — z I cos ü cos CO dm, 



und liefert daher: 

n 
1 /* n. 

(25) — / cos 27 cos / « e/co == — /" (z). 

Nun ist allgemein: 

. 2 cos 27 cos 00 = cos (.27 — oo) + cos (27 + co), 
mithin : 

1t 7t 

— I cos 27 cos CO c?» = — / [cos(27— a)) + cos (27 + w) )(/ü). 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (23), (24), (25): 

(26) - Hz) = J--^[z) + /»+i(z). 

2 
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Ferner ergiebt sich durch Differentiation der Formel (22) 
nach z: 



dz 



oder, was dasselbe ist: 



— / Sin ü si 



Sin a^dci}, 



2 ^:^ = i- /jfcos^i;— a>) — cos([7+«)) da), 



also mit Rücksicht auf (23), (24): 

(27) 2^^ = /«~i(z) — J-+^[z). 

Die Formeln (26) und (27) sind aber identisch mit den in (14) 
und (18) aufgestellten Relationeti. 

Ein noch anderer Weg zur Herleitung dieser Relationen ist 
von Anger*) eingeschlagen. Anger geht aus von den (Seite 7 
angegebenen) Entwicklungen der Ausdrücke cos {z sin <a) und 
sin {z sin o). 



Zweiter Absclmitt. 

Entwicklung nach Besserschen Functionen. 

§ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Glieder durch 
Bessel'sohe Functionen ausgedrückt sind. 

Wir bezeichnen mit B^^ und Rp^ folgende Reihen 

(1) R'^ = ^Te„J^{x)0-{y), ' 

(2) ■ iy.="r.„^:^ ?i|il. 

^ «=o ^^^ ^y^ 

und werden untersuchen, wie die Argumente x^ y beschaffen 
sein müssen, damit diese Reihen convergent sind. 



*) Anger: „Untersuchungen über die Functionen J^, mit Anwen- 
dungen auf das Kepler'sche Problem.** Danzig. 1855. Seite 2—5. 
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Wir beginnen mit der Ableitung eines Hüifssatzes. Ist eine 
Function f.{z) auf der 2;Ebene eindeutig und stetig innerhalb eines 
beliebig gegebenen Kreises, und ist c irgend ein Punct inner- 
halb dieses Kreises, so wird nach der Cauchy'schen Formel 
(Seite 1) 

(3) m = ^ f^^ 

sein, wo die Integration positiv hinerstreckt zu denken ist um 
den Kreis. Hieraus folgt durch ^ malige DifTerenliation nach c: 

(Ä\ g^Ac) _ Tip_ r nt) dz 

W dcP 2?rrJ (s-c)H-i' 

Zum Puncto c wollen wir gegenwärtig den Mittelpuncl des 
gegebenen Kreises nehmen. Setzen wir gleichzeitig, was. die 
Randpuncte z anbelangt: 

z — c = qe^^ , 
mithin 

dz = Qe*^id^, 

wo Q den Radius des Kreises repräsentirt, so verwandeln sich 
die Formeln (3), (4) in folgende: 

(6) AW=^ J/Wi»- 

W 1^' = f 4 / AW «-'" ^»- 

Mit Hülfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe 
kleiner ist, als die Summe der Moduln: 

mod [u + V + rv + * ' ') < mod u + ^od v + mod w + • • • • , 
ergiebt sich nun aus der Formel (6): 

oder weil mod e^P*^ = 1, und mod dd' == dd^ ist: 

(7) -ö^<f ^ f moB nz) . ä^. 

Repräsentirt die Constante M den grössten Werth, welchen 
modf[z) innerhalb des gegebenen Kreises besitzt, so wird die 
rechte Seite der vorstehenden Formel, wenn man mo3/'(2) durch 
jene Constante M ersetzt, noch weiter vergrössert werden. Um 
so mehr also wird 
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(8) mod ^ < ?^ -i- fjHd», d.i. < ^ ;«f 
^ ' dcP ^P 2n I QP 

sein. Also: 

Ist f(z) innerhalb eines um den Punct c mit dem Radius q be- 
schriebenen Kreises eindeutig und stetig, und ist M das Maximum 
ihres Moduls innerhalb des Kreises, so ist jederzeit 

(9) mod ?^/"-^ < "'- M. 
^ ' dcp ■ qP 

Dieser Satz wurde schon von Cauchy aufgestellt*). 

Wenn ich die Begründung eines schon bekannten Satzes hier von 
Neuem dargelegt habe, so ist es nur geschehen, um die unbe- 
dingte Zuverlässigkeit desjenigen Fundamentes vor Augen 
zu führen, auf weiches die nachfolgende Untersuchung basirt 
sein wird. 

Sind Xy y zwei beliebig gegebene complexe Grössen, also 
irgend zwei gegebene Puncte auf der zEbene, so sind (Seite 
5 und 15) die Besserschen Functionen J'^{x), 0**{y) dargestellt 
durch die Formeln: 

/" W = ^ (^ 1 - 2.2n+2 + 2-4-2« + 2-2 ;.+4 " »' j ' 

(10) 

*"Ö%)=:^ (l+ 27^12 + -2:4.2„^2T„-4 + ^)'- 

Hier steht N zur Abkürzung für die Zahl 2'*i7n. Die rechte Seite 
der ersten Formel repräsentirt eine ins Unendliche fortschrei- 
tende Reihe, die der zweiten Formel hingegen einen Ausdruck, 
der bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist. Solches soll 
angedeutet werden durch die zugesetzten Inf. und fin. 

Mit Rücksicht auf den Satz , dass der Modul der Summe klei- 
ner ist als die. Summe der Moduln, ergiebt sich nun aus (10): 

mod jn{a;)<^^l+ ^^ + a.^.^„^g.3„^ + inf. j . 

(11) 

'»0ge,Q"(y) <pgr.(l+ä£r2+ 2.4.2 j2.2n-4 + ^)' 



*) Briot et Bouquet: Th. des fonctlons doubl, p^riodiques. Paria 
1859. Seite 44. 
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WO a den Modul von x, und ß den von y repräsentirt. Die 
rechten Seiten dieser Formeln werden, wenn man die in den 
einzelnen Gliedern vorhandenen Nenner verlileinert, noch wei- 
ter vergrössert. Um so mehr ist also: 

mod /»(^X^ (i +4 + 14 + r& + '»O' 

(12) 

mode„0"{y)<^-^^ (^1 + _^ + il + _|_ + fi„. ^. 

In der zweiten Formel endlich wird der Ausdruck rechts gegen- 
wärtig noch weiter vergrössert werden, wenn man seine Glieder 
nicht abbrechen, sondern (ebenso wie die in der ersten Formel) 
ins Unendliche fortlaufen lässt. Hierdurch ergiebt sich: 



mod 


/« 


(^X 




6««, 


modi 


nO^ 


%)< 


N 


eß^. 



(13) 



Wir beschreiben auf der z Ebene um jeden der beiden ge- 
gebenen Puncte X,. y einen Kreis vom Radius q. Innerhalb des 
einen Kreises sind alsdann das Maximum und Minimum von mod z 
repräsentirt durch a + ^ und a — q. Desgleichen sind das 
Maximum und Minimum von mod z innerhalb des andern Kreises 
repräsentirt durch ß + q und ß — q. Zufolge der Formeln (13) 
wird daher das Maximum von mod J*^[z) innerhalb des um x be- 
schriebenen Kreises kleiner sein als 

und andererseits das Maximum von mod s» 0^{z) innerhalb des 
um y beschriebenen Kreises kleiner sein als 

Hieraus aber folgt durch Benutzung des vorangestellten Hülfs- 
satzes (9) augenblicklich: 

dxP ^ qP N ' 

(14) 

dyi , Q^ (ß—Q)**-^^ 
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Anwendbar ist indessen jener Hulfssatz nur auf Functionen, weiche 
innerhalb des gerade betrachteten Kreises eindeutig und stetig 
sind. Für die Gültigkeit der ersten Formel (14) resultirt hier- 
aus keinerlei Beschränkung; denn die Function /""(z) ist auf der 
z Ebene allenthalben eindeutig und stetig (Seite 17). Die 
Function O^iz) hingegen ist auf der 2: Ebene unstetig im Puncto 
0; die zweite Formel (14) wird demnach nur dann gültig sein, 
wenn der um y beschriebene Kreis jenen Unstetigkeitspunct 
nicht in sich enthält. 

Bisher waren die Puncte x, y auf der zEbene beliebig 
gegeben gedacht. Fortan wollen wir annehmen, der Punct x 
liege dem Anfangspunct näher als der Punct y, also anneh- 
men, dass mod x < mob y, oder (was dasselbe ist) dass 

(15) a < ß 

sei. Gleichzeitig mag der Radius q der um x und y beschrie- 
benen Kreise so gewählt gedacht werden, dass 

(16) a + ^ < ^ _ ^ 

ist, was dadurch zu erreichen ist, dass man q kleiner als ^-^ — 

macht. 

Denken wir uns also durch die 

Puncte X und z zwei concentrische 
Kreise gelegt, deren Mittelpunct in 
liegt, so wird (nach 15) x auf 
dem kleineren, y auf dem grös- 
seren Kreise liegen. Denken wir 
uns ferner einen dritten concentri- 
schen Kreis, welcher zwischen jenen 
beiden liegt, und von jenen gleich 
weitentfernt ist, so wird dieser dritte 
Kreis (zufolge 16) von den beiden 
kleineren Kreisen, welche um a; 
und y mit dem Radius q beschrieben sind, weder geschnitten 
noch berührt werden. Der kleine Kreis um y kann unter die- 
sen Umständen den Punct nicht in sich enthalten, so dass 
also der Anwendung der Formeln (14) auf den vorlie- 
gejiden Fall keinerlei Hinderniss entgegensteht. 

Multiplicirt man die beiden Formeln (13) mit einander, und 
summirt man das so erhaltene Product über die Zahlen 
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n=0, 1, 2, 3, ... . oo, so erhält man: 

(17) 2J mod {B„J«{a;)0''{y)) < e'"'-H>fi. £ ^. 

Zufolge (15) ist die Reihe rechts convergent, die Reibe links also 
ebenfalls. Hieraus aber folgt sofort, dass die in (1) zur Unter- 
suchung vorgelegte, mit R^ bezeichnete Reihe ebenfalls 
convergent ist. Denn es ist ein bekannter Satz, dass eine 
gegebene Reihe jederzeit convergiren muss, wenn feststeht, dass 
die ihr entsprechende Modulreihe convergirt. 

Multiplicirt man ferner die beiden Formeln (14) miteinander, 
und summirt sodann wieder über w = 0, 1, 2, 3, • • • oo, so 
ergiebt sich: 

Zufolge (16) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also 
ebenfalls. Somit ergiebt sich, dass die in (2) mit /^^^ bezeich- 
nete Reihe ebenfalls convergent sein muss. 

So lange also a < jS, d. i. mod x < mod y ist, sind die 
Reihen B!^ unA Rp^ jederzeit convergent, ihre Werthe also ste- 
tige Functionen von x, y. Als solche mögen sie bezeichnet 
werden mit R^ [x, y) und Rp^[x, y). 

Wir betrachten die beiden Functionen: 

(19) R^{x,y) = Zb„J^'{x) OHy)> 

(20) B^^{x,y) = 2:eJ-^ 0^(y), 

immer unter der Voraussetzung, dass mod x < mod y ist. Da 
R^ [x, y) eine stetige Function von x, y ist, so gilt Gleiches 
auch von ihren Ableitungen, z. R. von 

(21) ^^?y^ 

Sind also x und y gegeben (der Redingung mod x < mod y ent- 
sprechend), so werden die Ausdrücke (19), (20), (21) bestimmte 
endliche Werthe besitzen. 

Aus (19) folgt unmittelbar: 

(22) ^^^+^>y) - ^^ (^»y) =z 2: 8n -^M^+^)"-'^^(^) ^w x 
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wie klein die Grösse h auch gewählt werden mag. Durch Ver- 
kleinerung von h können wir aber den Ausdruck links beliebig 
,nahe an die feste Grenze (21), und den Ausdruck rechts be- 
liebig nahe an die feste Grenze (20) heranbringen. Daraus 
folgt, dass diese beiden Grenzen untereinander identisch sind, 
dass also 

(23) di^(^,y) _ j^io (^, y) 

ist. Ebenso wird sich nachweisen lassen, dass 

(24) dm^.^ _ ^,x (^, y) 

sein muss. Und durch weitere Fortsetzung des angegebenen Ver- 
fahrens wird man, wie leicht zu übersehen, finden, dass allge- 
mein 

ist. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermassen zusam- 
menfassen. 

Sind ic, y zwei complexe^ der Beschränkung mod x < mod y 
unterworfene Variable , und /?, q beliebige Zahlen, so sind die Reihen 

(26) 

^"^ dPJ»M' ^g 0^ (y) 
^t^^^~ dxP dy<i 

jederzeit convergent^ ihre Werthe also stetige Functionen von 
X, y. Von diesen beiden stetigen Functionen kan?i die letztere da- 
durch erhalten werden^ dass man die erstere pmal nach x und qmal 
nach y differenzirt, 

§ 12. Fortsetzung. Summation der betrachteten Reihen. 

Halten wir nach wie vor an der Beschränkung fest: mod x 
< mod y, und setzen wir: 

(27 a.) f^'^i^Bn J-(x)0-(y), 

n=0 



oder kürzer ausgedrückt: 

«=0 
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80 wird f eine stetige Function von Xy y sein. Gleichzeitig 
werden alsdann, ebenfalls auf Grund des vorhergehenden Satzes, 
die Gleichungen stattfinden: 

dx - ,t>- dx' 

% v=Q dy 

Nach den recurrirenden Eigenschaften der Besserschen Func- 
tionen (Seite 20) und mit Rucksicht auf die eigenthümlichen 
Werlhe der Constanten b\ 



h — 1' 




^1 — ^2 ^3 ^4 • 


ist aber 






(29) ^ 




^^ dx -^ ' 

B ^^" Ol 


und ferner für 


jedes 


von verschiedene n\ 




«i 


"^ dx -^ -^ ' 



• • • • • 



= 2, 



(30) 






Substituirt man diese Werthe (29), (30) in die Formeln (28), so 
erhält man für ^ die Reihe: 

GX 

— O^J^ + 0»(Jö — /2) + o'i[p—p) + o^{J^—J*) + , 

und andererseits für ™ die Reihe: 

dy 

— ßO^ + /i(00— 0^) + P{0^ — 0^) +J^0^—0*) + 



Diese beiden Reihen bestehen, wie man sofort bemerken 
wird, aus genau denselben Gliedern, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die Anordnung eine etwas verschiedene ist, und 
dass die Vorzeichen entgegengesetzt sind. Somit ergiebt sich 

(31) 1^ + f = «• 

Aus dieser partiellen Differential -Gleichung folgt sofort, dass die 
Function f nur von dem einen Argument^ — x abhängen kann, 
also zu bezeichnen ist mit f{y — x). 
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Die Formel (27) kann demnach gegenwärtig so geschrieben 
werden : 

(32) f{y—x) = ^'Z Bn J'^ix) 0-{y). 

/ 

Die festgesetzte Beschränkung mod x < mod y erlaubt, x gleich 
zu setzen. Nach der Definition der Besserschen Functionen 

(Seite 5) ist aber 

^yo (0) = 1, /i(0) = /^(O) = P[0] = = 0. 

Für den Specialfall cT = geht unsere Formel (32) demnach 
über in: 

■s 

f{y) = i, 00{y). 
oder, weil s, = 1, und 0" {p) = — ist (Seite 14), in: 

(33) ^(y) = 7- 

Diese für ein beliebiges y erhaltene Gleichung bleibt richtig, 
wenn man dem y irgend welche Werthe, z. B. den Werth y — x 
beilegt. Hierdurch aber ergiebt sich: 



(34) f [t,-x) = ./ 



y—x 

Substituirt man diesen für f{y — x) gefundenen Ausdruck in (32), 
so gelangt man zu folgendem wichtigen Satz: 

Sind Xy y complexe^ der Bedingung mod x < mod y unterwor- 
fene Variable , so kann der Bruch — __— in folgende Reihe entwickelt 
werden ; 

(35) ^ = "i" «» /-(*) O-iy). 

Diese Entwicklung wird nämlich, so lange die Bedingung mod x < 
mod y erfüllt ist, Jederzeit gültig*) sein. 

Gleiches gilt von allen denjenigen Entwicklungen, die aus der 
vorstehenden Formel erhalten werden durch (beliebig oft wiederhol- 
tes) Differenziren nach x und y. 

Der hier angehängte Zusatz ergiebt sich unmittelbar durch 
Benutzung des vorhergehenden Satzes (Seite 30). 

Aus dem eben erhaltenen Resultat (35) ersehen wir, dass die 
Functionen in der That derjenigen Anforderung entsprechen. 



*) Siehe die Kandbemerknng auf Seite 4. 
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welche ursprünglich (Seite 9) an sie gestellt wurde, und welche 
damals auf einem sehr hypothetischen Wege zu ihrer Entdeckung 
hinleitete. 

§ 13. Entwicklung nach Besserschen Functionen 

erster Art. 

Auf der zEbene mag ein Kreis beschrieben sein um den 
Punct 0, und f{z) mag eine beliebig gegebene Function sein, 
welche innerhalb dieses Kreises eindeutig und stetig ist. Be- 
zeichnet man die Randpuncte des Kreises mit z, und irgend einen 
Punct in seinem Innern mit c, so ist nach der Cauchy'schen 
' Formel (Seile 1): 

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. Nach dem 
vorhergehenden Satz und mit Rücksicht darauf, dass mod c < 
mod z ist, erhalten wir: 

(2) .47 = ^0 0'{z) J^(c) + e, 0\z) J^{c) + £, O^z) ß[c) + 



Die Bedingung mod c < mod z wird, weil z ein Punct am 
Rande des Kreises ist, erfüllt sein, so lange c innerhalb des 
Kreises bleibt (und nicht etwa hart an den Rand rückt). So 
lange also c innerhalb des Kreises sich befindet, wird die vor- 
stehende Entwicklung (2) gültig sein. 

Substituirt man den durch diese Entwicklung dargebotenen 

Werth von in die Formel (1), so erhält man: 

(3) f{c) = «0 ^(c) + «1 JHc) + «2 y2 (c) + 

WO die Coefficienten et folgende Werthe haben: 

die Integration positiv hinerstreckt um den gegebenen Kreis. 

Dass diese Entwicklung (3) gültig ist, so lange c innerhalb 
des gegebenen Kreises bleibt, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
die in diesem Falle vorhandene Gültigkeit der Reihe (2) muss 
sich, wie leicht zu übersehen, übertragen auf die Reihe (3). 

Differenzirt man die Formel (3) pmal nach c, so ergiebt sich: 

^^^ ~ä^— ''«~ä^+''i~ä7~"*" ' dcp ^ 

Nett mann, Theorie dt Bessel* sehen Functionen. 3 
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Fraglich ist indessen, ob die so erhaltene Entwicklung des 
p*en Differential-Quotienten von f[c) eine gültige ist. 

Die Formeln (1) und (2) können (was bei der einen unmit- 
telbar evident, bei der andern eine Folge des vorhergehenden 
Satzes ist) beliebig oft nach c difierenzirt werden, ohne dadurch 
in ihrer Gültigkeit beeinträchtigt zu werden. Bei p maliger Diffe- 
rentiation ergiebt sich: 



Hieraus aber folgt, wenn man in der ersten Formel für 



(z— r)lH-i 

denjenigen Werth substituirt, welchen die zweite darbietet: 

I 

wo die Coefflcienten ß folgende Werthe besitzen: 

Die hier erhaltene Entwicklung (8) bleibt (ebenso wie die For- 
meln (6), (7), aus welchen sie entsprungen ist) gültig, so lange 
der Punct c im Innern des gegebenen Kreises liegt. Diese Ent- 
wicklung aber ist identisch mit der in (5), denn die Coefficienten 
ß in (9) sind identisch mit den Coefficienten a in (4). Hiermit 
ist die vorhin angeregte Frage erledigt. 

Wir können die Resultate unserer Untersuchung so zusam- 
menfassen (den Buchstaben z ersetzen wir dabei durch c). 

Für jede Function f {z\ welche innerhalb eines Kreises mit dem 
Mittelpunct eindeutig und stetig ileiht ^ existirt eine Entwicklung: 

(10) f{z) = «0 r>(z) + «1 /' [z) + «2 ^*W + 

welche gültig ist für alle Puncte innerhalb des Kreises. 

Die Coefficienten a finden ihre Bestimmung durch die Formel 

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis, 

Jede solche Entwicklung (10) kann^ ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden. 
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Sobald die Existenz einer gültigen Entwicklung von der 
Form (10) einmal nachgewiesen ist, kann man übrigens zu den 
Werthen der Coefücienten a auch dadurch gelangen, dass man 
die Integral-Eigenschaften der BesseTschen Functio- 
nen (Seite 19) in Anwendung bringt. Dieses Verfahren führt 
augenblicklich zu den in (11) bereits hingestellten Werthen, führt 
aber ausserdem (wie leicht zu übersehen ist) noch zu zwei Be- 
merkungen. Erstens ergiebt sich nämlich, dass die bei Berech- 
nung der a auszuführende Integration (11) hinerstreckt werden 
kann über eine beliebige geschlossene Curve, welche in- 
nerhalb des gegebenen Kreises hegt, und ein den Punct ent- 
haltendes Gebiet umgrenzt. Zweitens ergiebt sich, dass eine 
Entwicklung von der Form (10) bei jeder gegebenen Function 
f{z) immer nur auf einerlei Art bewerkstelligt werden kann. 

§ 14. Entwicklung nach Differential -Quotienten der 
Besserschen Functionen erster Art« 

Es sei wiederum ein Kreis gegeben, der in der z Ebene um 
den Punct herumläuft. Ist f (z) oder f innerhalb des Kreises 
eindeutig und stetig, so repräsentirt das vom Puncto in belie- 
biger Bahn fortgehende, in seiner Bewegung jedoch auf den ge- 
gebenen Kreis beschränkte Integral 



z 





eine von z abhängende Function, welche ebenfalls innerhalb des 

Kreises überall eindeutig und stetig ist*). Nun^ist ^=/'. Dem- 

gemäss können wir uns auch so ausdrücken. Ist f innerhalb des 
Kreises eindeutig und stetig, so existirt jederzeit eine andere, 
mit denselben Eigenschaften behaftete Function q>, welche zu f 

in der Beziehung steht -^ = /. Nehmen wir nun q> statt /*, so 

ergiebt sich die Existenz einer dritten mit jenen Eigenschaften 
behafteten Function Hf, welche zu g> in der Beziehung steht 

^ = g), u. s. w. Demgemäss gelangen wir zu folgendem Satz. 



*) Vergl. meine „Vorlesungen über Riemann's Th. der Abelschen In 
tegrale" Seite 336. 

3* 
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Ist die Function f (2) innerhalb des gegebenen Kreises eindeutig 
und stetig, so existirt Jederzeit eine andere mit denselben Eigenschaf- 
ten behaftete Function F (2), welche zu jener in der Beziehung steht : 

(12) '-^ = ^W- 

Durch Anwendung des vorhergehenden Satzes (Seite 34) auf 
die neue Function F{z) erhalten wir eine Entwicklung 

(13) F{z) == a, P{z) + a, P[z) + «^ P[z) + , 

welche gültig ist für alle Puncte z des gegebenen Kreises, und 
welche in ihrer Gültigkeit keine Beeinträchtigung erleidet durch 
beliebig oft wiederholtes Differenziren. Demnach gelangen wir 
durch p malige Differentiation zu einer Formel: 

(14) f{z) = -^^=«, -^^ +a, -g^ + , 

durch welche die ursprüngliche Function f{z) in gültiger 
Weise entwickelt wird nach den p^^^ Differential -Quotienten der 
Besser sehen Functionen. Wir haben somit folgenden Satz: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze Zahl, 
so wird für Jede Function f(z) , welche innerhalb eines Kreises mit 
dem Mittelpunct eindeutig und stetig bleibt^ eine Entwicklung exi- 
stiren • 

(15) A«) — «o-ä^+«i-ä^+«2-g^ + 

welche gültig ist für alle Puncte innerhalb des Kreises. *) 

§ 16. Entwicklung nach Bessersohen Functionen erster 

und zweiter Art. 

Auf der 2; Ebene sei gegeben eine ringförmige Fläche, be- 
grenzt von zwei concentrischen Kreisen, deren Mittelpunct in 



*) Auf Grund der Seite 4 angegebenen Sätze, namentlich auch auf 
Grund des Thome'^schen Satzes, und durch Benutzung einer Methode, die 
vollständig analog ist der eben angewendeten, gelangt man zu einem ähn- 
lichen Satz in Betreff der Kugelfunctionen, welcher so lautet: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze [Zahl, so 
wird für jede Function f{z), welche eindeutig und stetig bleibt innerhalb 
einer Ellipse mit den Brennpuncten z = + 1, eine Entwicklung existiren: 

welche gültig ist für alle Puncte im Innern der Ellipse , und in welcher die 
a constanie Coefficienien sind. 
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liegt ; ferner sei f[z) eine beliebig gegebene Function , welche auf 
dieser Fläche überall eindeutig und stetig ist. Ist c irgend ein 
zu der Fläche gehöriger Punct, so erhaltgn wir (Seite 1): 

oder in genauerer Darstellung: 



c 

a i 



WO die Integrationen am Rande der Fläche in positiver Richtung 
hinlaufen, die erste am äussern, die zweite am innern Rande 
(wie solches angedeutet wird durch die Suffixe a und i). Die 
Richtungen der beiden Integrationen sind daher (vergl. die Aus- 
einandersetzung auf Seite 1) untereinander entgegenge- 
setzt. Um beide Richtungen untereinander gleichlau- 
fend zu machen, ändern wir bei dem zweiten Integral das 
Vorzeiphen. Diese Aenderung des Vorzeichens bewerkstelligen wir 
dadurch, dass wir in jenem zweiten Integral den Nenner z — c 
umändern in c — z, und erhalten alsdann: 



dz 

z 



Die erste Integration geht nun nach wie vor am äussern 
Rande positiv herum; und die zweite am innern Rande ist mit 
der ersten gleichlaufend. Kürzer ausgedrückt: Reide Inte- 
graltionen in (3) laufen positiv herum um den Punct O."") 

Für das erste Integral in (3) ist mod c < mod z, also (zu- 
folge des Satzes Seite 32): 

(4) ^-^ = «0 0^[z) J'(c) + e, Ol (z)JHc) + e, O^z) J\c) +.... 

Für das zweite Integral hingegen ist mod z < mod c, mit- 
hin (zufolge eben desselben Satzes): 

(5) .-4r. =^o-^WöM^) + ^i^U^) öMc) + ^2-^Wö^W + --- 



*) Betrachtet man einen Punct als eine unendlich kleine Kreisfläche, 
so ¥7ird eine (in grösserer oder geringerer Entfernung) um den Punct lau- 
fende Bewegung positiv genannt, sohald sie in gleichem Sinne stattfindet 
mit einer positiven Umlaufung jener kleinen Kreisfläche. Vergl. meine 
„Vorlesungen** Seite 72. 
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Durch Substitution dieser EntmckluDgen (4) , (5) in die For- 
mel (3) ergiebt sieb: 

(6) . f[c) = «0 •^4^) + «1 -^^ W + «2 -^ W + • • • • 

+ ß,0^c) + ß,0^(c)+ß^O''[c) + , 

wo die Coefficienten a, ß folgende Werlhe haben: 

(^) ""^^f ^W Ö" {')dz. ß.=^^ff{z)J''(z) dz, 

a X 

die Integrationen ebenso binerstreckt, wie bei (3) angegeben. 

Die Entwicklungen (4), (5) sind (Satz Seite 32) jederzeit 
gültig, so lange c im Innern der gegebenen ringförmigen Fläche 
bleibt (und nicht etwa hart heranrückt an ihren äussern oder 
Innern Rand). Gleiches gilt daher auch von der Entwicklung (6). 
Ausserdem ist zu bemerken, dass diese Entwicklung (6) bei wie- 
derholter Differentiation nach c in ihrer Gültigkeit nicht beein- 
trächtigt wird, wie sich solches leicht durch eine Betrachtung 
erweisen lässt, ähnlich derjenigen auf Seite 34. Wir gelangen 
somit zu folgendem Satz: 

Für Jede Function f (z) , welche eindeutig und stetig ist auf 
einer von zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunct be- 
gfenzten ringförmigen Fläche existirt eine Entwicklung: 

(8) f (z) = a^ J0(z) + «1 P{z) + <., /^W + 

■+ ß, 00{z) + ß, O^z) + /Jj O^z) + 

welche gültig ist für alle Puncte jener, ringförmigen Fläche, 

Bie Coefficienten «, ß finden ihre Bestimmung durch die For- 
meln : 

(^^ *" = Ä /^ W ^" (*) ^'' <*» = Ä ff W ^^ W '''' 

a t 

WO die Integrationen^ am äussern und innern Rande der Fläche hin- 
laufend^ eine positive Bewegung haben um den Punci 0. 

Jede solche Entwicklung (8) kann^ ohne Beeinträchtigung ihres 
Qültigkeits-Gebietes y beliebig oft nach z differenzirt werden. 

Die Formeln (9) sind eigentlich überflüssig. Denn sobald die 
Existenz der Entwicklung (8) nachgewiesen ist, kann man die in 
ihr enthaltenen CoeHlcienteu a, ß unmittelbar bestimmen durch 
Anwendung der Integral-Eigenschaften der BesseTschen 
Functionen (Seite 19). Bei diesei" Methode der Coef&cientenbe- 
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Stimmung ergiebt sieb, dass die Integrationen in den Formeln (9) 
nicht notbwendig gebunden sind an die beiden Bandcurven^ dass 
sie vielmehr ebensogut auch hinerstreckt werden können aber eine 
beliebige geschlossene Curve, welche innerhalb der gege- 
benen ringförmigen Fläche liegt und ein ^en Punct enthalten- 
des Gebiet umgrenzt. Ferner ergiebt sich aus jener Methode, dass 
eine gegebene Function f[z) in eine Reihe von der Form (8) 
immer nur auf einerlei Art entwickelt werden kann. 

§ 16. Beispiele für die Entwicklung nach Besserschen 
Functionen erster unid zweiter Art. 

Eine positive ganze Potenz von z ist auf der 2; Ebene überall 
stetig, also zufolge des Satzes (Seite 34) darstellbar durch eine 
nach den J^[z) fortschreitende Reihe, welche auf der ;? Ebene 
allenthalben gültig bleibt. Mit Hülfe jenes Satzes gelangt 
man, was die geraden Potenzen anbetrifft, zu folgenden Re- 
sultaten : 

1 =J^[z) + 2 jr2(^) + 2 j4(z) + 2/6(^) + 2/8(^) + ^ 

2^ = 2 2: ww /'»(z), 

(1) ^4 _ 2 2;(n — 2) nn («+ 2) /«(z), 

;5^ = 2 2;(n— 4) («—2) nn (w + 2) (w-|-4) /«(z), 

WO die Summationen Z hinzuerstrecken sind über die Zahlen 
nc=0, 2, 4, 6, 8, ••••00. Andererseits erhält man für die 
ungeraden Potenzen die Formeln: 

z =2 UnJ'^iz), 

z^ = 2 2J (n— 1) n {n + 1) /« [z) , 

(2) z^ = 2 2; («—3) (« — 1) n (n + 1) (n + 3) /«(z), 

■ z^ = 2 2; (n— 5) (w— 3) (n — 1) n{n + l){n + 3) {n+6) J'^iz), 

WO die Summationen 2" hinlaufen über n = 1, 3, 5, 7, • • • • 00. 
Diese Entwicklungen (1) und (2) sind also gültig für 
jeden beliebigen Werth von z, gültig für sämmtliche 
Puncte der zEbene.*) 

Eine negative ganze Potenz von z ist auf der 2; Ebene überall 



- *) Die erste der Formeln (1) und die erste der Formeln (2) sind iden- 
tisch mit den auf Seite 7 gefundenen Formeln (6. a, b). 
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Stetig, ausser im Puncie 0, und muss daher (zufolge des Satzes 
Seite 38) darstellbar sein durch eine nach den /" (z) und 0«(2) 
fortschreitende Doppelreihe, und zwar durch eine Doppelreihe, 
welche auf der z Ebene, mit Ausnahme des Punktes 0, überall 
guUig bleibt. Bestimmt man die Coefficienten dieser Reihe durch 
die (Seite 38) gegebenen Formeln , so findet man, dass die Coef- 
ficienten der J'^{z) sämmtUch verschwinden, und dass anderer- 
seits die Coefficienten der 0" {z) nur bis zu einem gewissen Range 
hin Werthe besitzen, später aber ebenfalls verschwinden. Man 
erhält daher für jede negative ganze Potenz von z ein gewisses aus 
den 0** (z) zusammengesetztes Aggregat. Setzt man zur Abkürzung 

so ergeben sich für die geraden Potenzen folgende Formeln: 

^-2^2^01 0'[z), 
z'^^2C,^0'{z) + 2C,^0Hz), 

(4) z-6 = 2^23 O^z) + 2(7,4 0^z) + 2(7o5 O^z), 
z-8 = 2^34 O^z) + 2(725 O^z) + 2(7,e 0^z) + 2Co^ 0' {z% 

Andererseits findet man für die ungeraden Potenzen: 

z-i=(7ooO«(^)» 

z-3 = (7^^O0(z) + 2(7^2 O^z), 

(5) z-5 = C,, 0^{z) + 2(7,3 OHz) + 2(7o4 0*{z), 
z"7 = (733 0'{z) + 2(72, O^z) + 2(7,5 O^z) + 2C,^ 0«(z), 

Am leichtesten gelangt man übrigens zu diesen Darstellungen (4), 
(5) dadurch, dass man ausgeht von der (Seite 32 gefundenen) 
Entwicklung: 

-^ = ''F*»/«(c)0-(z), 

welche gültig bleibt, so lange mod c < mod z ist. Differenzirt 
man diese Formel wiederholt nach c, und setzt dann jedesmal 
c=0, so erhält man successive die Werthe von z—^, z^^, z—^. 



z"V 



Als weitere Beispiele für die Entwicklung nach Bessel'schen 
Functionen mögen noch folgende Formeln angeführt werden: 

cosz= JO(z) — 2J^{z) + 2J^z) - 27«(z) + , 

(6) sin z = 2/1 {z) — 2ß{z) + 2fi(z) - 2P[z) + , 

/0(c+;t)= P[c)J^[z) - 2J^{c)P{z) +-2J^[c)P{z) — 

- 27^(0);/^ (z)+ , 
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WO ia der letzten c eine beliebige Grösse repräsentirt. Diese 
Entwicklungen (6) sind gültig für beliebige Wertbe 
von z, also gültig für sämmtliche Puncto der 2;Ebene. 



Dritter Abschnitt 

Die Bessersche DiflTereiitialgleicliung. 

§ 17. Die zur Bessersohen Function P oomplementäre 

Function F^ 

Die Function J^{z) oder J^ ist (Seile 5) eine particuläre 
Lösung der Gleichung 

(i) [^ = S + fw + ^=«' 

deren linke Seite zur Abkürzung bezeichnet sein mag mit [F\ 

Es sei Y^[z) oder F® die andere particuläre Lösung die- 
ser Gleichjung. Um Y^ zu finden, setzen wir nach bekannter 
Methode: 

(2) T^ = J^ü, 

und erhalten dann für TJ die Gleichung: 

\z ^ jo dz) dz ^ dz* 

Hieraus folgt, wenn man mit -^ dividirt und integrirt: 

log 2 + 2 log /ö + log 1^ = Const. 
oder: 

oder, wenn man die willkührliche Const. gleich nimmt: 

dJO_ _1_ 

dz zJo> 

J] selber ist daher dargestellt durch das unbestimmte Integral; 



-/ 
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Substituirt man diesen Werth in (2), so erhall man die gesuchte 
zweite particuläre Lösung 

(3) ^"=-^ /.Wo 

Nun ist (Seite 5): 



Z* . 2* Z^ 



v^^ 22" 2-4-2.4 2-4-6. 2.4-6 ~ 

Hieraus folgt: 

(5) zJt* = T (l + ^' + ^'' + Cz« + . . . . .). 

WO ^, ^, C, • • • * Zahlen sind, die sich bei einiger Geduld leicht 
berechnen lassen, indessen kein sehr einfaches Gesetz befolgen. 
Substituiren wir den Werth (5) in die Formel (3), so erhalten 
wir : 

(6.a) FO = /oiogz + /« (a^ ^ b ^ + C ^ + y 

oder, wenn wir den zweiten Theil dieses Ausdrucks mit J^ be- 
zeichnen : 
(6.6) . F» = ß\o%z + IP. 

E^ ist das Product zweier unendlichen Reihen, deren eine 
J^ selber ist. Jede von diesen Reihen läuft fort nach positiven 
ganzen Potenzen von z. Demnach steht zuvermuthen, dass ^ 
eine Function sein werde, welche auf der 2: Ebene eindeutig und 
stetig isf^). Ist solches der Fall, so muss E^ entwickelbar sein 
in eine nach den /"(z) fortschreitende Reihe (zufolge des Satzes 
Seite 34). Auch werden alsdann in dieser Entwicklung nur die 
geraden /"(z) vorkommen können, weil jede der beiden Rei- 
hen, aus denen E^ besteht, nur gerade Potenzen von z enthält. 

So werden wir dahin gefuhrt, für die zweite particuläre Lö- 
sung Y^ folgenden Ansatz zu versuchen: 

(7) FO = /> logz + ccj^ + ßj^ + yj* + dj^ + 

Zu untersuchen ist also, ob die a, j5, y, ^, . . • • der Art be- 
stimmt werden können, dass diese Reihe der Differentialgleichung 
(1) Genüge leistet, und zweitens, ob die so entstehende Reihe 
brauchbar, d. h. convergent ist. 



*) Mit Bestimmtheit lässt sich hierüber einstweilen noch nicht urthei- 
len , weil wir mit der Natur der einen in E^ als Factor auftretenden Reihe 
unbekannt siüd, und nicht wissen, ob dieselbe convergirt, oder auf wel- 
ches Gebiet ihre Convergenz beschränkt ist. 
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Bildet man den in (1) angegebenen Ausdruck ^ 

(8) c^] = ir + iS + ^ 

für die Function F =: J^ log z, und beachtet man dabei, das9 
J® selber der Gleichung (1), d. i. der Gleichung [/<>]=« Ge- 
nüge leistet, so. erhält man: 

(9) * [/oiogz] = -f g:. 

Um ferner Jenen Ausdruck {_F] für die Function Fzznj^ zu 
erhalten, bemerken wir, dass diese. Function (na6h Seite 5) Ge- 
nüge leistet der Differential-Gleichung: 

dz^ ^ z dz ^ z^ 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber identisch mit [/"]. Wir 
erhalten daher: 

(10) • [/«] = ^ /«. 



Hieraus folgt für n =3 : 

(11. a) [/O] = 0, 

und andererseits für w > 0,. mit Rücksicht auf die recurriren- 
den Formeln (Seite 22): 

(11. &) C^'*] = ^ [J''-' + •^''+^). 

Endlich ergiebt sich aus (9), mit Rücksicht auf die Differential- 
Formeln (Seite 20): 

(11. c) [/Mog.z] = - ^JK 
Zufolge unseres Ansatzes (7) ist 

(12) [n=[^iog^3 + «[^^3 + /?[^] + y[^^] + ^[^«] + , 

also mit Benutzung der in (ll.a,&.,c) gefundenen Resultate: 

[ro] = _ 1 /i + i. (/i + ß) 

(13) + ^ (75 + J^) 

+ ^ (7^ + /«) 
+ 
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Soll Dui^ T^ eine particuläre Lösung der DifTerential-GleichQDg 
(1) sein, also Genüge leisten der Gleichung [r^] = 0, so muss 
der vorstehende Ausdruck Terschwinden. Solches aber geschieht 
in der That, sobald man die Goeffidenten ßj yj ij fj - - • - den 
Relationen 

— 2+/J=0, l'ß + 2y=0, 2y + Sd=0, Sd + Ai=0, etc. etc. 

unterwirft, d. i. sobald man für jene Goeffidenten folgende t^erthe 
wählt: 

(14) 2=+/J =— 2y = + 36 =—4« = + 5f = 

Subsütuirt man diese Werthe (14) in (7), so wird: 

(15) F* = /Mog z + « /« + 



+ 2 



So haben wir für die zweite particuläre Lösung der Yorge- 
legten Differential- Gleichung (1), durch Benutzung der Functio- 
nen /", eine nach einfachem Gesetz fortschreitende Reihe gefun- 
den. Dass diese Reihe stets (und zwar ziemlich stark) conver- 
girt, unterliegt keinem ZwdfeL Um sich da?on zu überzeugen' 
braucht man nur einen Blick auf die früher für z, z^, z^, • - * • 
gefundenen Entwicklungen (Seite 39) zu werfen, die nicht ab- 
nehmende, sondern wachsende ZaUencoeffidenten enthalten, und 
(wie strenge bewiesen ist) trotzdem convergent sind. 

In dem für J^ erhaltenen Werth (15) ist der Coefficient a 
willkührlich geblieben, was a priori zu erwarten stand, weil die 
mit a multiplicirte Function /® schon an und für sich eine Lö- 
sung der gegebenen Differential -Gleichung ist Der Einfachheit 
willen setzen wir a = 0. Das so erhaltene Resultat mag, mit 
Rücksicht auf unsere ferneren Untersuchungen, folgendermassen 
formulirt werden. 

Die beiden pariiculären Lösungen der Differential -Gleichung 

(16) ■ S + Tf + ^ = 0. 

sind dargestellt durch die BesseVsche Function J^, und durch eine 
gewisse andere Function Y\ Biese letztere wird repräsentiri durch 
das Aggregat : 

(17) Y^ = L^ + ^, 

wo If und F^ folgende Bedeutungen haben : 
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X» = y» log«, 

(18) 

E9 ist hier dargestellt durch eine stets convergente Reihe^ und ist da- 
her eine Function von z, welche auf der z Ebene allenthalben ein- 
deutig und stetig bleibt*) 

Die vollständige Lösung der Differential -Gleichung (16) 
wird lauten 

wo J, B willkührliche Constanten sind. 

§ 18. Die Function Y^ ausgedrückt durch ein bestimmtes 

Integral; 

Für ein gerades n, also für w = 2/? haben wir (Seite 6) ge- 
funden : 

n 
/in\ r9« /*cos (z sin üb) c\ j 

(19) PP = I ^^ cos 2/Mo d(o. 



Substituiren wir diese Werthe der Functionen /^^ in die für E^ 
gefundene Reihe (18): 

(20) E> = - F ^i=Ü£ J^P, 
so erhalten wir: 

(21) ^ = (/co8(^8ma))-y=«^ 2(-^l)ycos2pai\ ^^^ 

oder, was dasselbe ist: 

(22) If^ = 



: lim. /T cos {% sin cd)' ^ 2(— tf)P cos2j?fl) \ ^^ 



*) Zu bemerken ist, dass Z^ and E^ den Gleichungen 

oz^ z dz — z ^ ' 

Genüge leisten, wo das obere Zeichen zn nehmen ist bei E^^ das untere 
bei/.o. 
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Nun ist bekanntlich: 

(23) log (1 + 2acos 2 Q) + cc^) =log (1 + ae^*^) + log (1 + ae-^'% 

**=* 2(— a)P cos 2 pm 

= — ^ • 

Durch Benutzung dieser Formel können wir dem Werthe von E^ 
(22) folgende Gestalt geben : 

n 

(24) ^ö = lim. T-^^-'-l^-'i^J?). log (1 +2« cos 2i» + a^) rfco, 
oder, wenn v\ir die Operation lim. wirklich ausführen: 

TTft /* COS (z sin od) I /^ 9 \ , 
£P = I — ^ log (4 cos^co) da, 



Nun ist nach (18): 

L^ = /« logz, 

oder wenn J^ durch das bestimmte Integral (19) ausgedrückt 
wird : 



n 



(26) i« = r "'" ^'f" "^ log z dm. 

Es ist aber 7^ = Z^ + J^. Durch Addition der Formeln 
(25), (26) ergiebt sich daher füi^ Y^ folgender Werth: 

(27) Y^ = — I cos [z sin ©) log (4 z cos^co) rfw. 


Andererseits ist nach (19): 

(28) J^ =i — I cos {z sin o) c?©; 


Die vollständige Lösung der Gleichung (16) ist. 

wo ^, ^ willkährliche Constanten sind, und nimmt daher bei 
Einsetzung der Werthe (27), (28) folgende Form an: 

(29) ^ = ■- r cos (2 sin«) (a -k- B log (4z cos^w) \ da. 

Fuhrt man statt A, B andere willkührliche Constanten C, D ein, 
indem man setzt: 
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^ + jg log 4 ^ ^ ^ = D 

n * IC ^ 

SO ergiebt sich: 

(30) F =z /cos [z sin w) J C + i> log {z cos^co) \ da. 



5owf7 haben wir in (27), (28) und (30) (/le beiden particu- 
lären und die vollständige Lösung der Di/ferentiäl- Gleichung- 
(16) in Form bestimmter Integrale ausgedrückt. 

Zu der Formel (30) für die vollständige Lösung kann man 
übrigens auch gelangen durch Benutzung einer Untersuchung von 
Poisson. 

Poisson hat*) für die partielle Differential-Gleichung 

(31) W = '' (äz' -^ T dz)' 

in welcher ^, z die unabhängigen Variablen sind, und a eine 
gegebene Constante ist, folgende Lösung gefunden: 

(32) M= / (/*(:2:cosa) + ö^) +i?'(zcos(o + a/)log(;2sin2a)) j rfw, 

wo /*, F willkührliche Functionen sind. Nimmt man für diese 
Functionen die Function Cosinus, multiplicirt mit wiilkührlichen 
Constanten C, D, setzt man also (für ein beliebiges Argumenta:): 

f [x] '= C cos X, F [x)^=i D cos x, 

so erhält man an Stelle von u folgende besondere Lösung: 

U^= I cos {z cos 0} + at) (c+D log [z sin^oo) \ dat. 

Da die Gleichung (31) nur das Quadrat von a enthält, so muss 
derselben auch dann Genüge geschehen, wenn man in ü^ die 
Constante a mit — a vertauscht. Bezeichnet man die so entste- 
hende Lösung mit Ü2, so ist: 



7t 



^2 = / COS {z COS ö — at) (c + D log (z sin^co) j dm. 



*) Journal de IMcole polytechnique. Cahier 19, Seite 227. Auch auf 
Seite 476 findejQ sich hierher gehörige Bemerkungen, die unsem Gegen- 
stand sogar noch näher betreffen, die leider aber mit sehr störenden 
Druckfehlern behaftet sind. 
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Da nun aber U^ und Ü2 Lösungen der vorgelegten Differential- 
Gleichung sind, so ist offenbar ^ (^1 + Ü2) ebenfalls eine Lö- 
sung derselben. Bezeichnet man diese letztere mit ü, so wird 

(33) Z7=cos(a<). / cos (z cos 00) fc + D log {z sin^w) j c?©, 


eine Formel , welche zur augenblicklichen Abkürzung so geschrie- 
ben werden mag: 

n 

(33. a) Z7= cos (a^). 1 ijf (oo) dca. 


Die Function if; (a>) besitzt auf der Kreisperipherie (d. i. für die 
zwischen und 27t liegenden Argumente o) eine Werthenreihe, 
welche, den vier Kreisquadranten entsprechend, aus vier con- . 
gruenten Abschnitten besteht. Sie verhält sich in dieser Hin- 
sicht ebenso wie etwa die Functfon cos^o. Demzufolge hat das 
Integral f'tp (o) dco, mag man nun die Integration über die bei- 
den ersten Quadranten, oder mag man sie über den zweiten 
und dritten Quadranten hinerstrecken, in beiden Fällen ein 
und denselben Werth. D. h. es ist: 



I ijf (m) da z=:z I ilf (— — f- w ) ^®- 



Hierdurch geht die Formel (33. a) über in 



Z7= cos {at). / ''Z' ( Y + G> ) ^fi>» 



d. i., wenn man die eigentliche Bedeutung von ij; restituirt: 

(34) ?7s=3COs(a<). / cos(;csin 00) (c + D log {z cos ^w) j dco. 


Dieser Ausdruck U leistet also der Gleichung (31) Genüge. 
Substituirt man denselben in jene Gleichung, so zeigt sich, dass 
der mit cos (at) multiplicirte Factor: 

(35) V = /cos [z sinw) fc + D log {z cos^») \ den 
Genüge leistet der Gleichung: 
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Jenes V ist aber behaftet mit zwei willkübrlichen Constanten C, 
J), und ist daher die vollständige Lösung dieser Gleichung, 
oder (was dasselbe) die vollständige Lösung der Gleichung 
(16). So sind wir hier zu genau demselben Resultat gelangt, wi^ 
vorhin in (30) auf ganz anderm Wege. 

§ 19. Die Functionen J^ und F^ für sehr grosse 

Argumente. 

Die Differential - Gleichung 

deren particuläre Lösungen J^{z) und Y^{z) sind, kann (wie leicht 
zu übersehen) auch so dargestellt werden: 

(37.«) >|fl) + (i + _L)^^ = 0. 

Sie wird daher, falls ;:: äusserst gross wird (mithin j-^ %^%^^ ^ 
vernachlässigt werden kann), übergeben in: 

Daraus folgt, dass jede der Differential -Gleichung (37) genügende 
Function F für den Fall eines äusserst grossen z dargestellt sein 
wird durch die Formel: 

Ff/z =2 a cos z + j3 sin z, 
oder: 
/QQx j, a cos z + p sin z 

(38) F = p= . 

yvo a, ß Constante sidd. Solches muss also z. B. auch stattfin- 
den bei den Functionen J^{z), Y^{z). Also: 

Für ein äusserst grosses z sind die Werihe der Functionen 
J^{z)^ T^{z) dargestellt durch die Formeln: 



(39) 



rni \ A cos z -4- ^ sin 2 
/«(z)= ^ . 

rrO l,\ C cos Z + Z) Bin t 



Neu mann, Theorie d. Bessel'schen FunclioDen. 
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7V0 Jy B^ Cy D Constante sind.*) Die Functionen J^{z)j Y^{z) ver- 
schwinden daher y sobald man ihnen eih reelles Argument zuer- 
iheiUy und dieses ins Unendliche anwachsen lässt. 

FürJ"(z), {Vz) ergeben sich analoge Formeln ^ von denen in 
(39) nur verschieden durch andere Werthe der Constanien A,jB,C,J). 

§ 20. Die zur BeBBersohen Funotion J** oomplementäre 

Function Y", 

Es mögen F und G zwei Functionen von z vorstellen , welche 
den Differential - Gleichungen 

Genüge leisten sollen. Wir werden zunächst ein einfaches Ver- 
fahren angeben, um G zu ermitteln, falls F bekannt sein sollte. 
Durch die Substitutionen: 

(3) F= z- %, 

(4) G = z»-^^ ® 

ergeben sich für die adjungirten Functionen % und ® fol- 
gende einfachere Gleichungen: 

(5) ll + ^-=±^f + 8 = 0- , 

ir\ 8'® , 2n+3 d® , -. ,. 

Die Gleichung (5) geht, wenn man sie nach z diderenzirt, 
über in: 

(P, .^ ^'5 4- 2^ + ^ _^ , ^Jv _ 2n + l d% 

{-^'^} -^.3 t- ^ a^« "^ 'dz' ~" "z« "dz' 

Andererseits kann die Gleichung (6) in die Form versetzt wer- 
den : 

(6.«) ^^^ + '-^ '-f^ + (.®) = "^ m 

Ein Blick auf die Gleichungen (5,a) und (6. a) zeigt, dass 
eine der letztern genügende Function ® sofort gefunden werden 
kann, sobald eine der ersteren genügende Function ^ bekannt 



*) Die Constanten A und ß sind von Poisson (Journal de T^cole po^ 

1 
lyt. Cahier 19. Seite '352) bestimmt worden. Es ist A = B= ^- . 
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ht, zeigt nämlicb, dass man zu diesem Zweck nur z®^= ^, oder all- 
gemeiner 

(7) ^® = i?|f 

ZU machen braucht, wo IC eine beliebige Constante sein kann. 
Wir können z. B. Ji^ = — 1 setzen , und haben dann die Formel : 

(8) ®=-i |S. 

^ ' z oz ^ 

Dieser Zusammenhang zwischen den adjungirten Functio- 
nen ^, ® überträgt sich unmittelbar auf die primitiven Func- 
tionen F, G. Ersetzt man nämlich die in (3), (4) eingeführten 
Functionen % und ® durch ihre eigentlichen Bedeutungen: 

% = ^-». F, 

® = 2-(«+i). G, 
so verwandelt sich die Formel (8) in: 

(9) c = _ ^» ^ (^z-'Fy 
oder, was dasselbe ist, in: 

(10) G = ^F--^^. 

^ ' z dz 

Vermittelst dieser Formel ist man also eine Lösung 
G der Gleichujag (2) augenblicklich anzugeben im 
Stande, sobald eine Lösung F der Gleichung (1) be- 
kannt ist. 

Jenen Gleichungen (1), (2) wird (vergl. Seite 5) genügt durch 
die Besserschen Functionen /", /"H-^. Und zwischen diesen bei- 
den Functioneir fmdet der in (10) angegebene Zusammenhang in 
der That statt; denn nach früher besprochenen Eigenschaften 
(Seite 22) ist 

(11) ' /«+! =-^/»-|^-. 

^ ' z oz 

Bezeichnen wir die beiden andern particulären Lösungen 
der Gleichungen (1), (2) mit Y", 7"+^ so können wir Y»-^^ 
aus F" ebenfalls durch Anwendung der Formel (10) ab- 
leiten. Der Zusammenhang zwischen F« und F'»+^ wird als- 
dann ausgedrückt sein durch die Formel 

(12) _ F^+i == -^ F« - ^, 

also genau derselbe sein, wie der zwischen /** und /'*+^ 

4* 
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Von dem Werthe der Function F® (Seite 44) ausgehend, 
kann man nach dieser Formel (12) successive Y^ , F^ F^ • • • • 
F" berechnen. In solcher Weise gelangt man (allerdings auf 
etwas beschwerlichem Wege) zu folgenden Formeln : 

F^ = Z0^+ M 

F^ = X^ + E^, 



(13) 



^ 



r» == L" + E^, 



(L^ = J^ logz. 



(14) J 



jo 



V = ^ "^ + J' logz, 



-.„ 77/1 / 2» jo 2«-i 



770 z« ' (n— 1)771 z« 



Ji 2«~g j/* , 

5»-l "T" („—2) 712 2«-5i "*■ 



(n-2) 

, 2 J«- 

■^ 177fn— 1) 



— I + /« logz. 



(15) 



eH)_ 1. roa-A/^-^* 4J* 6J« 8J8 

^ —-f^O^ "^^t2.2~4.4"*"6.6"" 8.8"+" 
^ — -ATiJ -1-412.4 46^^68 810^ 



iiil'. f» 
inf. >, 



A _ ä:«,/ n-4 ^ 2(2«+2) 



(w+4) J^+^ (n-f-G) J«-H5 
4(2w-|-4) 



6(2n+6) 
inf. J", 

In (15) sind dabei unter den k folgende Constant^n zu verstehen : 
u. s. w., nämHch allgemein: 



1^ 
2 



1^ 
3 



kn = l + ~ + i^ + i- + ^ + 



1^ 

4 



1^ 
5 



+ 



n 



Bei dieser Berechnung sind die F" von F^ aus definirt durch 
die Formel (12). Aehnlich verhält es sich dabei mit den Func- 
tionen Z", jE^in Bezug auf X®, Ifi, Also: 

Ebenso wie die BesseVschen Functionen /" von ihrer Anfangs- 
funclion J^ aus definirt werden können durch die Formel: 



(16. a) 



z dz 



yn+l — « 

z 


' dz ' 


z 


z- - ^^" 

^ dz' 


z 
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ebenso mögen die Functionen Z", Z", JF" von ihren früher (Seite 44) 
festgesetzten Anfangsfunctionen F®, Z^ j&^ aus definirt sein 
durch die Formeln : 

(16. b) 
(16. c) 

(16. d) 

Dieser Definition zufolge sind alsdann J^ und F" die beiden 
particulären Lösungen der Differential - Gleichung *) ; 

(") i-f + 1 fc" + (1 - i) ^=«- 

Gleichzeitig ergeben sich alsdann (bei successiver Berechnung) für 
Y\ Z«, E'' die in (13), (14), (15) aufgeführten Werthe. 

Fuhrt man statt der Functionen Z'*, F'* (ähnlich wie auf 
Seite 50) die ihnen adjungirten Fuiictionen 3"* ?)'* ein, in- 
dem man setzt: 

(18) 

F" = 2«?)«, 

so sind, wie aus unserer Untersuchung (Seite 50, 51) hervor- 
geht, ^" und ^'^ die beiden particulären Lösungen der Differen- 
tial-Gleichung : . . 

W S + '^lS + S^o. 

Gleichzeitig überträgt sich der bei den /" und F" vorhandene 
recurrirende Zusammenhang (16. a, b) auf die ^'' und ^"i man 
erhält: 

CV«+1__ 1 ^ 
•^ ~ z dz' 

(20) 



*) Es mag bemerkt werden , dass die Functionen Z» und £** Genüge 
leisten den Gleichungen: 

wo bei E^ das obere , bei Z'* das untere Zeichen zu nehmen ist. 



54 Dritter Abschnitt. 

Diese Formeln (20) lassen sich, wenn man, statt nach z selber, 
nach 7? dlfferenzirt, auch so darstellen: 

(21) 

Nunmehr ergiebt sich aus der ersten dieser beiden Formeln, 
wenn man dieselbe von n = aus wiederholt in Anwendung 

bringt: 

31 o ^3° 
^ d^' 

cvj / 912 ^3° 

•^ ~^ ^1 (dz*)*' 

(22) 3' =(-2)" ^3. 



•3« =(— 2)»-^ 



Zufolge (18) ist 3» = 2-« /« und 30 == J^. Substituirt 
man diese Werthe in die letzte der Formeln (22), so erhält man: 

(23) J" =(-2^)« g.. 

Die zweite der Formeln (21) fuhrt offenbar zu einem analogen 
Resultat in Betreff der Functionen Y*". Also: 

Die Functionen J^(z)^ V^ (z) hängen mit ihren Anfangsfunc- 
tionen J^(z), Y^f^J zusammen durch folgende einfach^ Rela- 
tionen : 

/-(.)=(-2.)-^95«. 

(24) 

F-(e)=(-2.)-?^. 

Gleiches gilt übrigens auch bei den Functionen L^ (z) nnd E"(z). 

§ 21. Zusammenhang zwischen den Functionen Z'* und F". 

Es wird bequemer sein, wenn wir statt der Functionen /", 
F'' selber die ihnen adjungirten Functionen: 

(1) 
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betrachteo. Diese Functionen 3"» ?)"» welche zur augen- 
blickMclien Abkürzung mit ^, ^ bezeichnet werden 
sollen, sind (Seite 53] die beiden particulären Lösungen der 
Differential-Gleichung : 



(2) ' 9 + '4^ t + s = 0. 

Ich werde nun zeigen, wie man, falls nur die eine dieser bei- 
den Lösungen, nämlich nur 2S bekannt ist, die andere ^finden 
kann durch Anwendung eines bestimmten Integrales; und in sol- 
cher Weise zu einem gewissen Integral - Zusammenhang zwischen 
den Functionen l^ und ^ gelangen. 

Der aus den beiden unabhängigen Variablen z, ^zusammen- 
gesetzte Bruch: 

genügt, wie leicht zu verißciren ist, der Gleichung: 

(A\ ^ J- ?«+! ^ _ ?^ • 2/1+1 du 

^^ dz^ '^ z dz — '%* "*■ f ay- 

Dies vorausgeschickt, ziehen wir auf der z Ebene eine belie- 
bige Curve von irgend einem Punct a aus nach irgend einem 
andern Punct b hin, und betrachten das über diese Curven hin- 
erstreckte Integral: 



(5) V = fv2 



«^"+1 dz. 



a 



Da die Function 2i> wie sich aus (1) unmittelbar ergiebt, darge- 
stellt ist durch die Reihe: 

(o) 3 = y = 2«nn y " 2 2n + 2 "^ 2^'2n+%2n+i "" ) ' 

folglich auf der z Ebene überall stetig ist, und da ferner U, als 
Function von z betrachtet, nur in dem einen Puncte z = ^ 
unstetig ist, so wird dem Integral V ein bestimmter endlicher 
Werth gesichert sein, sobald wir festsetzen, dass die Integra- 
tions- Curve a — b den Punct ? nicht berühren soll. 
Aus (5) folgt sofort: 

(7) ^^ I 2«+i dr 



a 
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also mit Rücksicht auf (4): 

a 

Nun ist, weil die Function ^ ^^^ Gleichung (2) genügt, offenbar: 

Subtrahirt man die Formeln (8), (9) von einander, und setzt man 
dabei zur Abkürzung 

(10) 3^1- ^|f = ^. 

SO erhält man: 

a 

oder, was dasselbe ist: 



h 



(11) = r;2;2«+i Ä 1 , 

WO für Sl sein Werth (10) wiedereingesetzt, und in üblicher Weise 
r f[z) 1* für die Differenz f [b) — f{a) gesetzt ist. 

Das Integral F, dessen Integrations-Curve den Punct ^ nicht 
berühren soll, wird daher (nach 11.) eine Lösung der Differen- 
tial-Gleichung 

werden, sobald wir die Endpuncte a, b jener Curve der Art wäh- 
len, dass der Ausdruck 

du 



(13) e = z2«+i ^3 1^ 



V 




verschwindet für z = a, und verschwindet für z^=^b. 

Zunächst ist klar, dass dieser Ausdruck B verschwindet für 
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z = 0, Ausserdem verschwindet derselbe unter gewissen 
Umständen auch für z c=: oq. Ist nämlich z äusserst gross, 
so hat man (nach Seite 50): 

j. j.^ A cos z -^ B sin z 

Yfo A, B Constante sind. Mit Rücksicht hierauf ergeben sich 
für ein solches äusserst grosses z (aus 1 und 3) folgende Formeln : 

aS — Asinz + B coaz dU_ __ 4 «+2 

dz ~ z«/7 ' dz ~ z4„4.3' 

Ans diesen ergiebt sich weiter (mit Rücksicht auf 13): 

(14) ^c^^2,i+i _ ^ cos ^ + ^sin z \ 

z^^-¥^ \f z I mir gültig für äus- 

r, ., In- r serst grosse Werthe 
/iK\ ßi Ccos z + i> sm z I „«„ -, 

(15) = ' ^_ von Zy 

^ Z^nJf\/z J 

WO C, B gewisse Constante sind, ebenso wie A^ B selber. 

Aus (15) folgt, dass der Ausdruck 6 verschwindet, wenn 
wir seinem Argument z einen reellen Werth beilegen, und die- 
sen Werth sodann ins Unendliche anwachsen lassen. 

Unser Integral V wird demnach der Differential - Gleichung 
(12) Genüge leisten, sobald wir seine Integrations-Curve längs 
der reellen Achse von z= bis z = oo fortlaufen lassen; 
ebenso gut aber auch dann, wenn wir jene Curve vom Puncte 
z =3 aus zuerst auf beliebig gekrümmter Bahn nach einem an- 
dern, etwa weit entfernten, Puncte der reellen Achse, und dann 
von hier aus längs dieser Achse nach z =^ oc laufen lassen. 
Eine Curve letzterer Art werden wir, falls ^ auf der reellen Achse 
liegen sollte, in Anwendung bringen müssen, um die Berührung 
der Curve mit dem Punct f zu vermeiden. 

Dass bei einer solchen bis z = oo fortlaufenden Curve das 
Integral V einen bestimmten endlichen Werth behält, ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass die unter dem Inte- 
gralzeichen befindliche Function TJ^t?*^"^^ für ein äusserst grosses 
z den in (14) angegebenen Werth besitzt. Auch hierbei aber 
ist, wie man sieht, die schon gemachte Voraussetzung, dass die 
letzte Strecke der Integrations-Curve mit der reellen Achse zu- 
sammenfällt, nicht zu entbehren. 
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Vertauschen wir also die augenblickliche Bezeichnung 2! ^^^~ 
der mit der genaueren Bezeichnung 3^*, o^er 3'*(z), so haben 
wir folgendes Resultat. 

Das bestimmte Integral 

2/14-1 dz 



(16) r^Hz)'z2n± 



+1 


repräsentirt , wenn man die auf der z Ebene fortlaufende Integra- 
tionS'Curve den Punct ? nicht berühren , und ihre letzte Strecke mit 
der reellen Achse zusammenfallen lässt, eine von f abhängende Func- 
tion^ welche der Differential-Gleichung 

(17) g + ?^ I + g = 
Genüge leistet. 

Die ebengenannte Gleichung (17) besitzt aber, wie bei (1), 
(2) bemerkt wurde, zwei particuläre Lösungen, welche dargestellt 
sind durch die Functionen 

Daraus folgt, dass die gefundene neue Lösung V mit diesen 
Functionen verbunden sein muss durch eine Gleichung von der 
Form : 

(18) F=a3«(?) + ß r(f)» 

wo of, /3 Constante sind. Wir gelangen daher (indem wir die 
Buchstaben z und t nachträglich miteinander vertauschen) zu fol- 
gendem Satz. 

Zwischen den beiden particulären Lösungen ^''{z) und ^"(z) 
der Gleichung 

findet folgender Zusammenhang statt : 

(20) « 3» (.) + ß r (.) = f^^^:?. 



wo cc, ß constante Coefficienten sind, und wo die Integrations- 
Curve auf der S Ebene in solcher Weise zu führen ist, dass sie den 
Punct z nicht berührt^ und dass gleichzeitig ihre letzte Strecke zu- 
sammenfällt mit der reellen Achse, 
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Ersetzt man in (20) die adjungirten Functionen 3, ^ durch die 
primitiven Functionen J, Y vermittelst der Relationen 

3« {z) = Z-» /« {z) , ?)« (z) = z-» Y" (z) , 

so erhält man einen entsprechenden Zusammenhang zwischen /" (z) 
undY^Cz), 

Die Werthe der Constanten a^ ß anzugeben, bin ich einst- 
weilen nicht im Stande. Wären a, ß ermittelt, so würde man 
(durch 20) die Function F"(z) in einfacher und geschlossener 
Gestalt hinstellen können; die langwierigen Formeln auf Seite 52 
würden dann entbehrHch sein. 
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Partielle Differential- Oleiehungeii. 

§ 22. Integration einer partiellen Differential -Gleichung 
mit Hülfe der Besserschen Functionen. 

Wir steilen uns die Aufgabe, die Gleichung 

ZU integriren , beschränken uns dabei aber auf den Fall , dass x, 
y reelle Werthe haben, mithin anzusehen sind als die Coofdi- 
naten eines Punctes in der o;^ Ebene. 

Es sei a^i, y^ irgend ein fester Punct, und R die Entfer- 
nung zwischen ihm und dem beweglichen Punct x, y\ also 

(2) R = y[x--x,Y + [y-y,)^. 

Setzen wir die unbekannte Function 

TJ-=-f{R).^ 
so erhalten wir: 

du du x--x^ dW _ dW (j 7-a?i)« , dU_ [^-(x-x,Y 

dx "^ dR R ' dx^ ~ dR^ R^ "*" ^Ä . R^ 

^JL —'^JL y-zyi dni^ _mj_ (y-y,Y , du R^-iu -yt)* 

dy ~ dR ' R ' dy^ ~ dB^ R^ "^ dR R^ 

mithin: 
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dx^ "*■ ay* ■"" a/? "*■ a^ r' 

so dass die Gleichung (1) sich verwandelt in: 

^^ 4. 1 ^ j. TT — (\ 

Hieraus aber folgt (Seite 45) augenblicklich, dass zwei pariicu- 
läre 'Lösungen der vorgelegten Diilferential- Gleichung dargestellt 
sind durch die Functionen: 

ü = /o(Ä), U ö FO(Ä)/ 

Aus der Symmetrie dieser Functionen in Bezug auf die beiden 
Puncte X, y und aj^. y^ folgt, dass sie nicht allein der Differen- 
tial-Gleichung (1), sondern ebenso gut auch der analogen Diffe- 
rential-Gleichung mit den Variablen x^.y^ Genüge leisten. Also: 

Versieht man unter R die Entfernung zweier Puncte x, y und 
^1) ^1? *o pjerden die Functionen 
(3) J^{R) und F«(Ä) 

sowohl der Differential -Gleichung 

als auch der DifferentiahGleichung 

d^u , a»j 



(6) S + S+<' = 



Genüge leisten. 

Die Function J^{R) bleibt eindeutig und stetig für sämmtliche 
Werthe von R, Sie wird 1 für R :^z=. Q^ und verschwindet für 
Ä±=oo. 

Die Function Y^ [R] ist eindeutig und stetig für alle Werthe 
von R , ausser für R = 0. Für Ä c= nämlich wird sie unendlich 
gross, Sie verschwindet für Ä = oo. 

• * 

Diese Bemerkungen über die Functionen J^{R) und Y^{R) 
ergeben sich (holt Rücksicht darauf, dass R seiner Definition nach 
nur reelle Werthe haben kann) unmittelbar aus unseren frühe- 
ren Untersuchungen (Seite»44 und 49). 

Durch Einführung der Polarcoordinaten 

(6) x=r cos ©, Xi'=^ r^ cos coj, 
y = r sin w , t/i = ^i sin w^, 

geht die Entfernung R über in 

(7) R = fr^ -J- rj2 — 2 rr^ cos d' 
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wo d zur Abkürzung steht furo) — o)j. Gleichzeitig nehmen als- 
dann die Differential -Gleichungen (4), (5) folgende Gestalt an: 

Die gefundenen Lösungen (3) wollen wir nun zu entwickeln 
versuchen nach den Cosinus des Vielfachen von ^\ 

(10) J^{R) = JPO + 2pi cos -» + 2P'^ cos 20 + 

+ 2P« cos wO + • • • • 

(11) FO(Ä) = 0^ + 2jpi cos O + 2«p2 cos 2-0 H 

+ 2jp« cos n-O + . • • • 

Eine convergente Entwicklung dieser Art muss bei der Func- 
tion P[R) unter allen Umständen existiren, weil sie stetig bleibt 
für alle Werthe von R, Die Function Y^[R) hingegen wird un- 
endlich gross, sobald R verschwindet, und wird daher durch eine 
convergente Entwicklung der genannten Art mit Sicherheit nur 
dann darstellbar sein, wenn ihr Argument R\ in Folge ver- 
schiedener Werthe von r und r^, zu verschwinden ausser 
Stande ist, trotz beliebig variirendem -ö-. Wir werden daher, 
was die Entwicklung (10) anbelangt, r und r^ ganz be- 
liebig lassen; was die Entwicklung (11) aber anbelangt, 
voraussetzen, dass r kleiner als r^ ist. 

Durch Substitution der Entwicklungen (10), (9) in die Dif- 
ferential-Gleichung (8) ergeben sich Gleichungen zur Bestimmung 
von P", Q\ Und zwar erhält man für beide, für P" und ß" 
ein und dieselbe Gleichung, nämlich folgende: 

(12) ^^+if-5^+' = <>. 
Andererseits führt die Differential - Gleichung (9) zu dem Resul- 
tat, dass die beiden Functionen P"^ und 0" auch Genüge leisten 
müssen der Gleichung: 

(.8) g + i^^-i^+.y=0. 

Diese Gleichungen (12), (13) sind aber dieselben, welche wir 

früher (Seite 53) behandelt haben ; die particulären Lösungen der 

einen sind repräsentirt durch die Functionen /'*(r), Y'*[r), die 
der andern durch die Functionen /"(r^), Y**[r^. 
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Aws (12) ergiebt sich daher» dass i^'*, jp» folgende Form be- 
sitzen müssen: 

i>« == AJ'^ir) + ^F«(r), 
(14) 

Q» = C/«(r) + 2>F«(r), 
wo ^, B, C, D nur noch von r^ abhängen können. 

Die bei den Entwicklungen (10), (11) nothwendig gewordene 
Voraussetzung in Betreff der Werthe von r und r^ hindert nicht, 
dass r = wird sowohl in (10) als auch in (11). 

Beachtet man nun, dass die zu entwickelnden Ausdrucke 
(10), (11), nämlich /«(.Ä), FO(ä) für r = stetig bleiben, 
dass also die für r = ins Unendliche aufspringende Function 
Y''(r) in ihren Entwicklungen nicht enthalten sein kann, so 
reduciren sich die in (14) für P», ö" gefundenen Formeln so- 
fort auf: 

(15) 

ß« = C/«(r), 
wo J, C unbekannte Functionen von r^ sind. 

Die Grössen P^, Q^ müssen aber andererseits auch der 

■4 

Gleichung (13) Genüge leisten. Hieraus folgt: 

(16) 

wo ar, ß, y, d unbekannte Constante sind. 

Aus (15), (16) folgt, wenn man zur genaueren Bezeichnung 
«11, ßn* ym K statt of, ß, y, 6 setzt: 

pn = /«(r) [an J^{r^) + ßn r«(ri)], 
(17) 

Qn = jn{r) [yn/«(rj + ön F-(r,)]. 

Dividirt man diese Formeln (17) durch r«, so erhält man 
rechts den Quotienten 

Jn(r) 

an Stelle von /**(/*) selber. Dieser Quotient hat aber (Seite 5) 
den Werth: 

r» 2-4-.-2n \^ 2-2«+2 "*" 2-4-2n + 2. 2n + 4 )' 

und verwandelt sich daher für r = in 



Partielle DifTerentialgleichungen. ß3 



2-4--*2w 



Somit ergiebt sich: 



2n 



\ r'* / 2 • 4 • • • • 

(18) V . 

\r» ) 2-4. ••2« 

WO der Index andeutet, dass r = zu setzen ist. 

Wir schreiben die Formeln (17) und (18) zur Abkürzung in 
folgender Weise: 

. P» = J»{r) . 9)«(ri), 
(19) 



V "^'^7 



y^(yi) 

2-4' -^w 

(20) 

\^ r'» I 2-4. •••272* 



Es bandelt sich nun um die vollsländige Bestimmung der 
Functionen 9>"(rJ und i^"(rj), d. i. um die Auffindung der in 
ihnen vorhandenen constanten Coefficienten a„, ß„, y^, ^«. 

Die Lösung dieser Aufgabe (welche bei directem Angriff auf 
sehr langwierige Rechnungen fuhrt), wird äusserst leicht und ein- 
fach durch Anwendung eines von Jacobi aufgestellten Satzes.*) 
Ist F irgend eine Function von cos<&, so gilt nach jenem Satz 
die Formel: 

n n 

(21) C F'co&n^ d» = -—^ — r r ,^ ^''^^, sin 2«^ dd', 

u 

Nehmen wir statt F die erste der von uns zu entwickeln- 
den Functionen, setzen wir also 

F = /0(Ä), 

so wird (mit Rücksicht auf 7): 



*} Crelle's Journal. Bd. 15. Seite 3 und 5. 
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dF 



d cos 






(acos^)« ~ (dR^Y ^ ^^ ' 



d'^F 






[d cos -e-)« [dR^y 

Wir erhalten somit an Stelle von (21) die Formel: 

(23) fjmco.n^ä^^J=^_-ß-^ si„-0 ä^, 



deren linke Seite (zufolge 10) identisch ist mit ttP". Dividiren 
wir daher die Formel mit nr^ , so ergiebt sich: 

(24) -;=r4=?^i - r%Ä? «>""^ ^^- 

Setzen wir Jetzt r = 0, so verwandelt sich die linke Seite 
(nach 20) in die zu bestimmende Function ö^t's'' während gleich- 
zeitig auf der rechten Seite die Grösse B, in r^ übergeht. Wir 
erhalten also: 

(25^ y^ri) _ (-2r,)>» _1^ /W(n) gi„2nA^^ 



WO gegenwärtig der unter dem Integral befindliche Differential- 
Quotient unabhängig ist von %, Mit Rücksicht auf die bekannte 
Formel: 

n 

1-3 •••2w — 1 



i r sin2«-^ 



2-4---2« 

erhalten wir also schliesslich: 

(26) ^(r,)=(-2r,)- ^^^ 

In genau derselben Weise würde sich, wie leicht zu über- 
sehen, bei Anwendung der Jacobi*schen Formel auf die zweite 
zu entwickelnde Function Y^[R) ergeben haben: 
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(27) rW = (-2.,)'.?^. 

Hierdurch sind die Functionen g?", 'ij/' vollständig beslimmt. 
Die gefundenen Wertbe können aber bedeutend vereinfacht, näm- 
lich durch Anwendung früherer Formeln (Seite 54) augenblick- 
lich in folgende Gestalt versetzt werden: 

(28) 

Somit wird (nach 19): 

/>» = /«(r) /»(ri), 
(29) 

In Bezug, auf die vorhin gefundenen Ausdrücke (17) würde also 
zu bemerken sein, dass durch unsere Untersuchung für die dor- 
tigen Coefficienten a^,, |3„, y„, dn folgende Wertbe sich heraus- 
gestellt haben: 

a„ = 1, * ß,, = 0, 

(30) 

yn = 0, dn = 1. 

Durch Substitution der Werthe (29) in die Entwicklungen 
(10), (11) gelangen wir zu folgendem Satz. 



Setzt man R == j/r'^ + r^'^ — 2rrj cos &, und entwickelt man 
die Ausdrücke J^ (R) , Y^ (R) nach den Cosinus der Vielfachen von 
d", so entstehen die einfachen Formeln: 

(31) P{R) ^'s'sn J^ir) J"{r;) cos «0", 

(32) F» (Ä) =" iT Sn /'» (r) Y" (r^) cos wO-, 

wo die Constante s„ den Werth 1 besitzt für w = 0, und den Werth 
2fürn> 0. 

Die erste Entwicklung ist gültig für beliebige Werthe von r 
und rj , die zweite nur dann^ wenn r kleinerals r^ ist, 

§ 23. Die Entwicklung der Besserschen Function /^ für 
ein Argument, welches die Entfernung zweier Puncte 

vorstellt. 

Diese schon in (31) gefundene Entwicklung kann auf directe- 
rem Wege erhalten werden. 

1-1 eu mann, Theorie d. Besserschen Functionen. 5 
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Es seien R, P, Q, k gegebene Consianteo, welche zu ein- 
ander in der Beziehung stehen: 

Ä cos Ar = i>, 

(1) Ä sin Ä: = ö, ' 

ä2 ^ i>2 + o\ 

Die BessePsche Function J^{R) wird (Seite 6) ausgedrückt 
durch das bestimmte Integral 

(2) /0(Ä)=-1 Tcos {R sin «) da. 

Der Ausdruck cos {R sin co] nimmt für das Intervall: 

CO = k 

Schritt für Schritt dieselben Werthe an, wie für das Intervall: 

CD = 7t 7t -{■• k. 

Demnach wird das Integral J cos {R sin g>) doD^ mag dasselbe nun 
von bis TT, oder mag es von khh 7t + k hinerstreckt werden, in 
beiden Fällen denselben Werth haben. D. h. es ist: 

I cos {R sin cd) doi)= j cos (r sin {k + o) j da. 



Somit können wir statt (2) auch schreiben: 

(3) /o {R)= ~ r cos (r sin (ä + w) ) da). 



oder: 

(4) «^^W = ~ / ^^^ (ÄcosArsinco-f-ÄsinÄcosco 1 da, 



oder mit Rucksicht auf (1): 



ft 



(5. a) J^i^) = — / cos (p sin CD + cos cd J </ß). 

Diese Formel wird also stattfinden für je drei Grössen 
Rf P, Q» welche mit einander verbunden sind durch die Relation 
R"^ = P^ + (02. Sie wird daher, ebenso gut wie für R, P, Q, 
auch stattfinden für R, P, —Q. Also: 
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(5.6) J^{R) = — I COS (p sin 09 — Q cos co J dm. 

Aus (5.a,2») folgt durch Addition: 

n 

(5. c) /® [R) zzzs — I cos (P sin w) cos (ö cos w) doo, 

und andererseits durch Subtraction: 

(5. (/) 0=1 sin (P sin ©) sin (Q cos w) (/». 



So haben wir hier vier Formeln (5. a, b, c,d) ge- 
funden, welche gültig sind für irgend drei (reelle) 
Grössen R, P, Q, zwischen denen die Relation statt- 
findet R^ = p^ + (p2. 

Es sei nun R die Entfernung zweier beliebig gegebenen 
Puncte, nämlich ebenso wie früher: 

Ä^ = r^ + r^^ — 2rr^ cos O, 
oder was dasselbe ist: 

(6) ä2 = (r — r^ cos ^f + (rj sin ^)\ 

Auf dieses R können wir unsere vier Formeln sofort in Anwen- 
dung bringen, wenn wir für P und Q diejenigen Grössen neh- 
men, deren Quadratsumme in (6) auf der rechten Seite steht. 
Die Anwendung der Formel (5. h) liefert alsdann: 

rt 

(7) J^[R)=:z— I COS ((r— r^coS'^jsinG) — riSin-ö^cosw p«, 



oder, was dasselbe ist: 

9t 

(8) J^{R) — ^f cos (r sin w — rj sin (ö + ^) "j da. 



Nun ist nach früher gefundenen Entwicklungen (Seite 7) : 
(9. a) cos (r sin ») = s^ J^{r) + fj «^(0 cos 2© + s^ /*(r) cos 4g> 

+ , 

(9.b) sin(rsinio) = f^ /^(r) slna) + £3/3(r)sin3cö + £5/^(r)sin5a) 

+ , 

wo Bn jene oft benutzte Constante vorstellt, welche = 1 odei; 

5* 
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= 2 ist, jcnachdem n=0 oder > 0. Diese Formeln (9) mö- 
gen zur Abkürzung so geschrieben werden: 
(10. a) cos (r sin a) =: 2J Bp Jp (r) cos pa>, 

(10. b) sin (r sin a) = U €q J^ (r) sin gco, 

wo die eine Summation über die graden Zahlen p=0, 2,4, ... oo, 

die andere über die ungeraden Zahlen ^ = 1, 3, 5 cx> bin- 

erstreckt zu denken ist. Vertauscht man in diesen Formeln die 
Grössen r, co mit r^, co + &, so erhält man die analogen For- 
meln: 
(11. a) cos [rj sin (g> + &)'] = U ^pJ^{r^ cosp (00 + -^), 

(11.6) sin [r^ sin (eo + ^)'] = 2 ^Ji{r^) sin ^ (» + &)^ 

Für jede beliebige unter den mit p bezeichneten Zahlen 
findet, wie leicht zu übersehen, die Gleichung statt: 

n 
(12. a) ^p' I ^^^ P^' cos p (cj -i- d) dca ^ 7t cos pd". 


Ebenso ist andererseits für Jede der mit q bezeichneten Zahlen: 

(12.6) £g ' I sin ^'(ö-sin q ((o + d^) do) =: n cos ^0-, 

Multiplicirt man nun die beiden Formeln (lO.a), (11. 0) mit- 
einander, und integrirt man dieses Product nach cd zwischen den 
Grenzen und tt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (12.«): 

n 

(13. ö) ' icos (r sin w) • cos [r^ sin (w + ^)] </« 



^=^nE BpJP{r) JP (rj) cos p&. 
In ähnlicher Weise folgt aus (10.6), (11.6) und (12.6): 

(13.6) /sin (r sin cj)-sin [r^ sin (co + -9^)] dm 



= 7t 2] 6g J^[r) J^[r^) cos q^. 

Die Addition der beiden letzten Formeln liefert: 

n 
(14) / COS [r sin g> — rj sin (w + %)'] do 

= 7tE Bn J^ir) J'^ir^) cos wO, 
wo gegenwärtig die Summation 27 hinzuerstrecken ist über 
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sämmtlicbe (gerade und ungerade) Zahlen, also hinzuerstrecken 

über w = 0, 1, 2, 3, 4, oo. 

Durch Anwendung von (14) auf die Formel (8) erhalten wir 
nun endlich die verlangte Entwicklung: 

(15) J^[Ii) =^^B„ J''[r) J''(ri) cos n&, 

eine Entwicklung, welche genau übereinstimmt mit 
derjenigen, die wir früher bereits (Seite 65) auf ganz 
anderem Wege gefunden haben. 

Diese Entwicklung (15) führt, wie wir hier noch zeigen wol- 
len, zu einer bemerkenswerthen neuen Eigenschaft der Functio- 
nen /. Setzt man in 

R= y r- + r/^ — 2rri cos O 

die Grössen r, r^ einander gleich (was für die Gültigkeit der 
Entwicklung von /"(i2) ohne nachtheiligen Einfluss ist, Seite 65), 
so wird: 

R =: 2r sin — , 
folglich durch Benutzung der Formel (15): 

(16) /« ( 2r sin ^\ ="^^n /" (r) /«(r) cos n&. 

Dieser Ausdruck (16) kann nun aber nach den Cosinus der Viel- 
fachen von & noch auf anderem Wege entwickelt werden. Setzt 
man nämlich in der allgemeinen Formel (Seite 6): 

J^(z) = — I cos {z sin (ö) da 

u „^ . 

2r sin — an Stelle von z, so wird: 

n 

(17) J^ ( 2r sin — | = 1 cos | 2r sin o sin | rfca. 



Aus der Formel (9. a) folgt, wenn man daselbst — für cd 



setzt : 



r sin -^ ) = ^ f« P''[r) cos n%y 
^ ) »=o 

wo die Summation, ebenso wie in (16), über sämmtlicbe Zahlen 

w = 0, 1, 2, 3, • • • • oo hinläuft. An Stelle von f„ müsste in 

(18) eigentlich stehen fj»* Zufolge der Bedeutung dieser Con- 
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Staaten e ist es aber (wie man leicht bemerkt) völlig gleichgültig, 
ob in (18) der Factor s^ oder ej» unter das Summenzeichen ge- 
stellt wird. 

Vertauscht man nun endlich in (18) die Grösse r mit 
2r sin €0, und substituirt man den alsdann für 

cos ( 2r sin © sin — J 
sich ergebenden Werth in die Formel (17) , so erhält man : 



(19) /o f 2r sin ^\ = 1. H ^ €«/2«(2r sin(ö).cos «O-W 



Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die Formel (16), eine 
Entwicklung, welche fortschreitet nach den Cosinus der Viel- 
fachen von '&. Beide Entwicklungen müssen unter einander iden- 
tisch sein. Hierans ergiebt sich die Gleichung: 

ft 

(20) /«(r) /»(r) = i- /V«(2r sin (o) dco, 

eine Gleichung, welche göltig ist für jedes beliebige 
Argument r, und in welcher eine merkwürdige Be- 
ziehung enthalten ist zwischen je zwei Besserschen 
Functionen vom Range n und vom Range 2n. 

§ 24. Erweiterung der Theorie des logarithmischen 

Fotentiales. 

Ist k eine gegebene Constante, und bezeichnet jß nach wie 
vor die Entfernung zweier Puncte in der o;^ Ebene, so stehen 
die Functionen 

(1) J'{R), ro(Ä) 

zu der Differential-Gleichung 

in genau derselben Beziehung, in welcher die Functionen 

(3) J^{kR), Y^[kR) 

stehen zu der allgemeineren Gleichung 

w s + p + *"'=«■ ' ■ 

D. h. die Gleichung (4) wird durch jede der beiden Functionen 
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(3) erfüllt werden, sobald man das eine Ende von H als fest, 
das andere als einen beweglichen Punct x, y betrachtet. 

Nimmt man statt der reellen Constanten k eine rein 
imaginäre Constante ik, so werden in gleicher Weise 

(5) J^{ikR), Y^iikR) 

zwei Lösungen sein für die Differential- Gleichung. 

In Betreff dieser letzten Gleichung lässt sich nun durch die 
Minimal -Untersuchung des über eine beliebige Elementarfläche 
ausgedehnten Integrales 

folgender Satz nachweisen: 

Für eine beliebig gegebene Elemeni^rfläche exisiirt immer eine 
Function ü{x^ y) oder ü, welche sammt ihren ersten Ableitungen 

^'^ dx' dy 

innerhalb der Fläche stetig tsl, welche ferner innerhalb der 
Fläche der Differential-Gleichung (6) Genüge leistet ^ und welche 
endlich am Rande der Fläche beliebig vorgeschriebene Werthe 
besitzt. *) 

Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, auf die Differential- 
Gleichung (6). diejenigen Untersuchungen zu übertragen, welche 
ich in einer früheren Abhandlung ^^) angestellt habe in Betreff 
der Gleichung 

Führen wir die Bezeichnungen ein 

F(R) = J^ikR), 

0{R)= Y^(ikR) — J^ikR) 'log (ik), 

so sind F(R) und Ö>(Ä) reelle Functionen von R, und zwar 
Functionen , von denen sich (beiläufig bemerkt) für A: =: die 



*) Solches gilt indessen nur für die Gleichung (6). Denn für die Glei- 
chung (4) scheint ein analoger Sais nicht zu existiren. Vergl. eine Be- 
merkung von Helmholtz über ein analoges Problem im Räume. Bor- 
chardt^s Journal. Bd. 57. Seite 24. 

♦*) Borqhardt's Journal. Bd. 59. Seite 335. 
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eine auf 1 , die andere auf log E reducijren wurde. Diese Func- 
tionen F{R) und 0(R) können, falls 

R = j/r*^ + rj^ — 2rri cosO- 
gesetzt wird, nach den Cosinus der Vielfachen von d^ in ganz 
ähnlicher Weise entwickelt werden, wie früher J^(R) und Y^{R) 
entwickelt wurden (Seite 65). 

Denken wir uns nun eine Materie oder ein Fluidum, wel- 
ches in der Ebene beliebig vertheilt werden* kann, und von sol- 
cher Beschaffenheit, dass das Potential zweier Theilchen aufein- 
ander gleich ist der ihrer Entfernung R entsprechenden Func- 
tion ^{R), multiplicirt mit dem Product ihrer Massen, so ge* 
langen wir zu folgenden Sätzen: 

Ist q ein Punct innerhalb einer gegebenen Elementarfläche ^ so 
kann die Randcurve der Fläche immer der Art mit Masse be- 
legt werden^ dass das Potential dieser Belegung für alle 
Puncte ausserhalb der Fläche identisch ist mit dem Potential 
einer in q concentrirten Masse 1. 

Ist H^^^ds diejenige Masse ^ welche bei der genannten Belegung 
auf dem Element ds der Randcurve sich befindet^ und ist ü 

. irgend eine Function, welche auf der Elementarfläche den Be- 
dingungen (7) entspricht y so wird diese Function im Puncte q 
einen Werth besitzen, welcher dargestellt ist durch 

Vq=Jü m^^ds, 
die Integration hinerstreckt über den Rand der Fläche. 

Eine solche Function ü kann also, wenn ihre Randwerthe gege- 
ben sind, durch Anwendung der vorstehenden Formel berechnet 
werden für jeden heüebigen Punct q, vorausgesetzt, dass man be- 
kannt ist mit jener durch H^^^ repräsentirten Randbelegung. 

Entwickelt man die Functionen F{R), 0{R) in der vorhin 
angedeuteten Weise, so kann man diese Randbelegung leicht für 
den Fall bestimmen , dass die gegebene Elementarfläche ein Kreis 
ist. Zugleich gelangt man dabei zu einem einfachen Satz über das 
Potential einer gleichförmig mit Masse belegten Kreislinie. Man 
findet nämlich, dass dieses Potential auf Puncte innerhalb des Krei- 
ses c= A'F{r), auf Puncte ausserhalb = B'0{r) ist, wo r die 
Entfernung der Puncte vom Kreismittelpunct vorstellt, xinii A, B 
gewisse Constanten sind. 
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Glebscllt Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schale zu Carlsruhe, Theorie 
d^rElasticität fester Körper, gr. 8. 1862. geh. n. 3 Thlr. 

„ Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Geleg-en- 
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendung-en der allgemeinen Theorie der Elasticität 
auf die in der Technik besonders wichtig'en Fälle zu beschäftig'en. Die Resultate dieser Studien 
liegten uns jetzt in einem ziemlich umfang>reichen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der strengen Theorie ermöglicht, ihm über die Genauig'keit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzung-en Aufschluss giebt, ande- 
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
and des Gleichgewichts elastischer Körper zu speciellen Fällen gelangen kann , und ihm die grosse 
Mühe und Zeit erspart, in'den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
erg'änzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physilcers Lame, welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der krystallinischen Körper und ihre optischen Eie>enschaften behandelt, während Herr Clebsch 
ausschliesslich unkrystallinische Körper und deren Verschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung: zieht." [Literarisches Centralblatt 1863, No. 31.] 

ClBbSCil, A., u. P.Gordaiü, Professoren an der Universität Gi essen, Theorie 
der AbeTschen Functionen, gr.8. 1866. geh. n.2Thlr. 16Ngr. 

Die Herren Verfasser suchen in diesem Werke die Theorie der Abel'schen Functionen auf 
eine, ganz neue Weise zu begründen , welche das Interesse der Mathematiker in hohem Grado in 
Anspruch nehmen wird. 

Duhailiel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytifiibhen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nicht abgegeben. 

Nach dem Urtheile der gewichtig-sten Autoritäten ist Duhamel* s Cours de mecanique 
de Pdcole polytechnique in seiner Art das vollständigste und zug^leich in seiner Behandlungs- 
weise das eleganteste Lehrbuch der analytischen Mechanik , welches die Litteratur überhaupt besitzt, 
so dass daselbe schon seit Jahren den Vorlesungen und dem Unterrichte auf deutschen Universi- 
täten und höheren technischen Bildungsanstalten im Original zu Grunde geleg-t wird. — Die Ver- 
lag'Shandlung' gplaubte deshalb einem entschiedenen Bedürfnis zu begegnen , wenn sie eine deutsche 
Ausg-abe veranstaltet hat und zwar in einer Bearbeitung, welche sowohl eine sorgfältige und eleg-ante 
Uebersetzung bietet, als auch das Original, wo es nöthig ist, ergänzt und berichtig-t. In dieser Be- 
ichung- wird der Name des Herrn Professor Schlömilch die voUständig'slen Garantien bieten. 

Dnr6g^e, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
derelliptischenFunctionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Mit 32 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr.^ 

„Trotz der hohen Bedeutung-, welche die elliptischen Functionen für die gesammte Analysis,'' 
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein ElementarlehTbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 
c-ewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, traitä des fonctions elliptiques, und Jacobi, fun- 
damenta funct. ellipt., nebst einer grossen Anzahl einzelner Abhandlungen in Creile's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausg'abe des vorlieg-enden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet werden 



and es ist damit jedenfalls eine fühlbare Lücke der Litteratur zum Besten der Studierenden ausg-efüllt 

worden. Das Werk bietet renugp, ja hie und da vielleicht mehr als ercnug- für das erste Studium 

der genialen Schöpfung-en von Lerendre, Abel und Jacobi. Die Darstellung' muss als sehr deutlich 
bezeichnet werden u. s. w." [Schlö milch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Heft.] 

Dlirdg[6, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicnm zd Prag, Ele- 
mente der Theorie der Functionen einer complexen 
veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Schöpfungen Biemann's. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 18 Ngr. 

„Ich möchte j nach allen diesen Ueberleg-ung-en , das Werk von Duregre allen Anfängern 
empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen An schauunrs weisen 
erwerben wollen. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässig*, dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtung' der Eig'enschaften der Functionen gpewöhnt. Das gpewöhnliche mathematische, 
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüssig* durch diese neuere Betrachtungpsweise; 
CS lassen sich aber oftmals doch sehr g'rosse Rechnung-en ersjparen; ferner, was sowohl für das 
Studium, als auch für selbstständig'e Arbeiten von grösstem Werthe ist, die Mögrlichkeit gpewisser 
Darstellangpen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die ■9) lässt sich sofort übersehen; es 
wird dadurch leichter, den Faden einer gperebenen Rechnung*, welche man nachstudirt, zu behalten, 
und es kann viel zielloses Rechnen bei selbstständig'en Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sica mit Riemann*schen Arbeiten vertraut machen 
will, zum Vorstudium." [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft.] 

Fiedler, Dr. Willielm , Professor am Polytechnikum zu Prag, die Ele- 
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen, gr. 8. 1862. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Diese Arbeit des rühmlichst bekannten Verfassers ist aus dem Wunsche entsprunren , zur 
allg-emeineren Verbreitung* der Kenntnis der von der „neueren Algebra" benutzten Methode beizu- 
t ragten, und durch ausführlichere Darlegrung der betreffenden Theorien für binäre Formen auf 
Salxnon'a Vorlesuaffon max'MntOimng in die Algebra der linearen TranafbrmAtionen vorzubereiten. 

Fort, 0., und 0. SdÜÖmllGll, Professoren an der Konigl. polytechnischen 

Schule in Dresden^ Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite 

Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22% Ngr. 

Einzeln: 

I. Theil. Analytisolie Geometrie der Ehene, von O. Fort. 1 Thlr. TVs Ngr. 
II. » Analytisclie Geometrie des Raumes von O. S chlömi Ich. l Thlr. 

16 N^. 

Das vorliegende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzug-sweise für den Unterricht 
an technischen una anderen höheren Schulen bestimmt. Der un^etheilte Beifall, den dasselbe ge- 
funden , hat bereits eine ziveite Auflagre ntithig* g-emacht. Wo die fernere Einführung* beabsichtigt 
wird , stellt die Verlag-shandlung- dem betreffenden Lehrer g^rn ein Freiexemplar behufs vorherig-er 
Prüfung* zur Verfüg-ang'. 

HeSS6, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen über analytische Geometrie des Baumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 1861. geh. 

n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

„Ungeachtet des bedeutenden Aufschwungpes, welchen die analytische Geometrie namentlich 
im Verlaufe des letzten Vierteljahrhunderts einerseits durch die Erweiterung* des CoorcLinatenbe- 

Sriffes, andererseits durch die Fortschritte der alg-ebraischen Methoden, besonders in der Theorie 
er Determinanten und der homoeenen Functionen, gpenommen hat, fehlte es doch noch bis vor 
Kurzem an einem Lehrbuche, welches feeig^iet gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik 
zur Einführung- in diese neueren Discipünen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene 
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüngern der Wissenschaft ein wichtig-es Hilftmittel in der 
Fiedler'schen Uebertragiing- des Salmon*schen Werkes in die Hand g-eg-eben worden; für die des 
Raumes wird die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausg-ezeichnete Weise 
durch das vorlieg-ende, Lehrbuch ausg-efüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtig-t 
war, in diese Lücke einzutreten, dazu hat er sich den Anspruch durdh seine rüstig-e Mitwirkung- 
am Ausbau sowohl der analytisch - g-eometrischen Methoden, als der hiermit im Zusammenhang-e 
stehenden Theile der Alg-ebra erworben; ein ßlick in die letzten zwaiizig- Jahrg-äng-e von Crelle's 
Journal wird g-enügen, ihm diese Berechtfg-ung- zuzuerkennen. Geg-enüber der Stellung' des Verfassers 
auf dem Gebiete der Wissenschaft muss Keferent von einer kritischen Besprechung- des vorliegenden 
Werkes absehen, umsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung des darin dargelegten Talentes upd der 
Meisterschaft in der Darstellungsweise hinauslaufen könnte. — [Folgt Inhaltsangabe.] Für Leser, 
welche mit den nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren analytisch -geo- 
metrischen Theorien erhalten wollen , kann das vorliegende Werk als eines der wichtigsten Hilfs- 
mittel bezeichnet werden u. s. w." [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. Heft.] 

— — Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der 
geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der 
Ebene, gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„Man kann ohne Uebertreibung behaupten, dass es sehr Wenige Bücher giebt, die auf dem 
kleinen Räume von 182 Seiten eine solche Fülle von Material in einer so eleganten und durchaas 
klaren Darstellung bieten u. s. w." [Schlömilch, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1866. 2. Heft.] 



H6SS6, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität za Heidelberg, vier 
Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. Separatab- 
druck a.d.Zeitscbr. f.Mathem. u. Physik, gr. 8. 1866. geh. n. 16 Ngr. 

Ksthl, Dr. E.| Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, mathe- 
matische Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen. 
Zum Gebrauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht 
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
2 Theile. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

£inzeln : 

I. Theil. Anfgaben. n. 24 Ngr. U. Theil. Auflösungen, n. 20 Ngr. 

,, Je zahlreicher and amföngplicher man Aufgcaben • Sammlangen aus dem Gebiete der reinen 
Mathematik besitzt, desto seltener and verhältnismässifi: weniger ausführlich hat man sie für 
angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für die specielle 
Literatur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung auf 
'dem Büchermarkte zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Bearbeitung einer selbst- 
ständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegltngen sein mag. Wir brauchen indessen bezüglich 
vorliegender Sammlung bei diesem einfachen und allp^emeinenUrtheile nicht stehen zu bleiben, viel- 
mehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übereinstimmen, dass dieselbe für den 
Schul- und Privatgebrauch ein recht instructives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver- 
ständnis der Hauptlehren_der Physik^darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der 



artigen Sammlungen, z.B. von der Fliedn er* sehen, auch darin, dass der Gebrauch der Differential - 
und Integralrechnung für einzelne Beisj^iele nicht ausgeschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis 
dieses Theiles der Mathematik durchgängig Torauszusetzen , indem die Mehrzahl der Beispiele davon 
unabhängig gestellt ist.*' [Witzschel, in d. Zeitschr. f.Mathem. 1858, 6. Heft.] 

^Ol^lf ^ntini^p (SIemettte ))otf ajlaf^inen junSd^fl atö ein Settfaben 
für ©cnjctBfd^üIct. I. u. II. W>Ü). in einem »be. mit 31 litl^. SEafeln 
u. 157 in b.SEert öcbt.^oljfd^n. 3n?eite 9lu3g. 4. 1858. gel^. 1 SEl^Ir. 24 SRgt. 

^rSl^nle^ ^♦^ ©it^inngemeur unb BcfiaUtcr ßanbmeffcr, §anbBuci^ jum 91165 
pecten t)on 6utt)en auf GifenBal^n- unb SCßcöelinien. gür alle tjor- 
fommenben SCßinfel unb SRabien aufg ©orgfältigjie Ifeered^net unb l^eraii^^ 
gegeBen. günfte burd^gefc^ene 3luf[agc. Wlk einet gigutentafel. 8. 
1867. geBunben 18 SRgr., 

,, Vorstehendes Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit fttr den 
Gebrauch iedem praktischen Geometer und Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 



erforderlich sind, am nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bogen 

.Einleitung entnä' 
ng der beim Abst« 
der Curven vorkommenden geometrischen Operationen, für die Behandlung aer zu diesem Zwecke 



zu bestimmen, Curven für Strassen- und Eisenbahnanlagen abzustecken. Die .Einleitung enthält 
eine kurze , dabei aber sehr klare und bündige Instruction für die Ausführung der beim Abstecken 



erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbachs bildenden 
beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Tangente, Bogenlänre, 
halben Sehne, der Coordinaten des Mittelpunktes und dessen Abstandes vom Winkelpunkt aer 
Curve für den Radius 1000 und die Grösse des Centriwinkels von bis 120 Grad, um 2 Minuten 
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen und Ordinaten zur Absetzung äqui- 
distanter Bogenpunkte für alle vorkommenden Radien von 10 bis 10,000. Mehrfache Revisionen oe- 
rechtigen den Herrn Verfasser, wie er in der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkommen fehler- 
frei und zuverlässig zu bezeichnen." [Eisenbahnzeitung 1852, Nr. 26.] 

LindoIÖf, Dr. L.) Professeur de Math^matiques k Helsingfors, leQons de 
calcul des Variation s. Kedig^es en collaboration avec M. L'abbö 
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 20 Ngr. 

HsittMoSOIl, Ludwig^, Dr., Subrector und Lehrer der Mathematik am 
Gymnasiom zu Hasum, die algebraischen Methoden der Auf- 
lösung der litteralen quadratischen , cubischen und biquadratischen 
Gleichungen. Nach ihren Principien und ihrem inneren Zusammen- 
hange dargestellt. Erste Serie, enthaltend: Substitutions-Methoden, 
gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr. 

Mayer, Dr. Adolph, Beiträge zur Theorie der Maxima und 
Minima der einfachen Integrale, gr. 8. geh. 20 Ngr. 

Mittheilungender K. Sachs. Polytechnischen Schule zu Dres- 
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den Kraftbe- 
darf der Maschinen in der Streichgamspinnerei und Tuch- 
fabrikation, ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mecban. 
Technologie an der Kgl. Polytechn. Schule. Unter Mitwirkung der 



Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VIII u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 

n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

HÜller, Dr. J. H. X, Obcrschulrath etc., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

,^s sind nur 2% Druckbogren, welche der Verfasser unter dem Titel von Beiträgren veröfTenl- 
licht, aber wer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu- 
sammeng-edrängrt ist u. s. w." (Zeitschrift für Mathematik 1860, 6. Heft.] 

Neninaim, Carl, ord. Professor in Tübingen, Vorlesungen über Rie- 
mann's Theorie der Aherschen Integrale . Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 

Eine Darstellung der Theorie der Aberschen Integrrale, durch welche dieselbe auch denen 
verständlich wird , deren mathematische Kenntnisse noch gering sind. Der Student welcher sein erstes 
oder seine beiden ersten Semester einigermassen gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in 
den Stand gesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollständig unzu- 
gänglichen Theorie sofort und mit vollem Verständnis einzudringen. 



das Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf 
die Riemann'schen Flächen, gr. 8. 1865. geh. n. 18 Ngr. 

die Haupt- und Brenn-Puncte eines Linsen- 



System es. Elementare Darstellung der durch Gauss hegründeten 
Theorie, gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr. 

Roch , Dr. G., de theoremate quodam circa f unctiones Abelianas . 
4. geh. n. 6 Ngr. 

Rnetd, Dr. 0. G. Th., Professor und Geh. Medicinalrath , das Stereo- 
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 20 stereoscopischen Bildern 
in einer Beilage, gr. 8. 1860. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie des stereoscopischen Sehens 
behandelt, sondern auch die psychologischen , physikalischen und physiologischen VorbeprriflTe vor- 
ausgeschickt. Er hat die Erklärung der Erscheinungen durch Beispiele erläutert, und diese durch 
eine beigegebeiie Sammlung von stereoscopischen Budem vermehrt Das Werk ist ebenso wissen- 
schaftlich als populär im wahren Sinne des Wortes geschrieben, und es ist nicht blos jedem Ge- 
bildeten, dem das Stereoscop zur Unterhaltung dient, sondern auch dem Psychologen, Physiker 
und Physiologen zum Studieren, dem Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er- 
kennen der Copien vom Originale und der falschen Werthpapiere von echten anzuempfehlen." ■ 

[Lukas, in der „Zeitschrift für Stereoscopie". II. Jahrgang, Nr. 19.] 

ReiSS, M., Beiträge zur Theorie der Determinanten, gr. 4. 
1867. geh. 1 Thlr. 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage, gr. 8. 
1866. geh. n. 4 Thlr. 

,,Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den 
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver- 
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus, nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig durchgeführten Auf- 
gaben." [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 1861, 3. Heft.] 



Vorlesungen ' zur Einführung in die Algebra 

der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salmon's „Lessons introductory tö the mo- 
dern higher Algebra" ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die 
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der volländigeren 




Uebersicht der Resultate der Theorie für die biquadratischen temären Formen ist auf die schönen 



Untersuchungen von Clebsch Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Resultate gegeben 
worden , welche die algebraische Theorie der binären und temären Formen für die elliptischen Tran- 
scendenten ans Licht gebracht hat. — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathe- 
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 



Salmon, George, analytische Geometrie des Kaoimes. Deutsch 

bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 

tiven Geometrie am Polytechnicum zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 

1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 

[. Theil: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Ranmes 

und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 

Unterrichtsanstalten, gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 

II. Theil : A. u. d. T. : Analytische Geometrie der Curven im Räume und 

der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 

,,Die ausgezeichnete Beg'abung- des Verfassers für die Darstellung* analytisch - geometrischer 
Untersuchungen, als auch die Tüchtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, dass es unnöthig 
erscheint, irgend etwas zur Empfehlung des vorliegenden Werkes hinzuzufügen.*' 

[Literar. Centralblatt , 1864, Nr. 38.] 

Scheffler, Dr. Hermann, Herzogl. Braunschweig. Baurath, imaginäre 
Arbeit, eine Wirkung der Centrifugal- und Gyralkraft, mit 
Anwendungen auf die Theorie des Kreisels, des rollenden Eades, 
des Polytrops, des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. 
Mit 23 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1866. 
geh. 15 Ngr. 

Schell, Dr. W., Professor der Mathematik in Marhurg, allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geome- 
trischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr.8. 1859. geh. n. 24 Ngr. 

,,Das vorliegende Werkchen kann allen denen, die sich mit der geometrischen Betrachtungs- 
weise der -wichtigen Theorie der doppelt gekrümmten Curven , sowie vieler anderer dazu gehöriger 
geometrischer Gebilde vertraut machen wollen, nur bestens empfohlen werden. Sie werden darin 
ein reiches Material fiir die Uebung in der geometrischen Anschauung und Verbindung vorfinden, 
das der Verfasser ihnen in klarer und gedrängter Darstellung vor Augen gefuhrt. Wir können 
nur wünschen y dass derselbe dem wissenschaftlichen Publikum seine weiteren Untersuchungen über 
die hier behandelten Gegenstände in nicht ferner Zeit zur Kenntnis bringen möge." 

[Heidelberger Jahrbücher 1859 , Nr. 38.) 

Schmidt, Gsirl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr.8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr. 

Dieses Lehrbuch der Spinnereimechanik beschäftigt sich vorzugsweise mit dem theoretischen 
Theile des Spinnereifaches. Es zerfallt in vier Abtheuungen: I. FlaohB- tind Wersspinnerei. 
II. Batunwollapinnerei. HI. Sohafwollsplxmerei. IV. BewesnngBffeBetBe tuid Bewegungsmecha- 
nlamen ftlr die Aufwindung des Vorgarnes — und hat ebensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
nischen Schulen, als auch unter den Praktikern des Spinnerei faches allgemeine Anerkennung und 
weite Verbreitung gefunden. 

BiffmütX, Dr. £♦ g*, (SlmUngenicur, bic ^nflrumcntc unb aBetf- 
jcugc bcr l^ö^ercn unb ntebcrcn STOc^funp, fottjic bcr gcomc« 
ttifd^cttäeici^ettlunfl, tl^rc Il^eorie, Konfhruction, ©cbraud^ unb Prüfung. 
SDltt 236 in bcn Xtxt gcbtuÄtcn ^oljfd^ntttcn. aStcrte fcl^r t)crbcffcrte 
unb t>crmcl^rte aufläge, gr, 8. 1861. gc^. 1 V)lx. 15 3figt. 

— — -^ Se]^tl6u(i^ ber gefammtcn 3Rc§!unfl ober S)atflettung ber 
Z^toxit unb ^rarig bcg gclbmcffcng, Syiitjcttircn^ unb §öl^cnmcffcng, 
bcr militärifd^cn SKufnal^men ganzer Sänbet, fotoie bcr geomettifd^cn 
äeid^cnlunfl. 3um ©elbpflubium unb Untcrrid^tc bearbeitet. ^Dritte t>er' 
befferte 9luf[age. ,3Rit 225 ©olafd^nitten. gr, 8. 186lV gel^, 2 Xf^lx, 

Die geodätischen Werke Schnei tler's entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse, 
dass ihre Verbreitung in fortwährendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte Auflage des 
„Lehrbuchs der Messkunst", welches mit dem gleichzeitig in vierter Aufla^re erschienenen Werke : 
„die Instvtunente nnd Warluenge der Measkunst** ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt „Nivelliren" durch Herrn Regieningsconducteur 
Stocken in Breslau Yollständi^ neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert 
worden, deren 'genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen 
Landes -Meliorationen (Bruch* und Moorbauten, Drain- Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

Schneitler, Dr. 0. F., und JnliuS Andr^e, Civillngeniears , Samm- 
lung von Werkzeichnungen landwirthschaftlicher 



Maschinen und Geräthe nebst ausführlichen Beschreibungen. 
7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Koyal-FoL Text in 4. 1853—1867. 
geh. n. 38 Thb«. 

Einzeln : 

I. Heft, die Drainrohren- and Ziegelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randell und 
Sanders Thonröhrenpresse mit mechanischer Abschneide -Vorrichtung; 2) Drainröhren- 
presse von Eg-ells in Berlin; S) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead 
in Preston; 4) Drainröhrenpresse von J. Williams inßedford; 5) Doppelwirkende Drain- 
röhrenpresse von Borie Freres in Paris; 6) Drainröhrenpresse von JÄundscheid in 
Malapane; 7) einfache englische Röhrenpresse. 1853. n. 6 Thlr. 

II. Heft, mit 6 Tafeln; 1) Verbesserte Flachs - Brechmaschine von Kulhe; 2) Flachsschwing-e- 
Maschine von J. Bücklers; 8) Patentirter Apparat und Verfahren der Flachs - Dampfröste 
von Watt in Irland; 4) £. Kaemmerer's universal - Säe - Maschine. 1853. n. 6 Thlr. 

III. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylinderg-öpel von Barret, Exall u. Andrews 
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Häckselschneide - Maschine nach 
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 Thlr. 

IV. Heft oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2) Salmon's 
Häckselschneide -Maschine; 3) Bedford- Eggen. 1855. n. 6 Thlr. 

V. Heft, oder U. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachimslhal ; Göpel von 

Pinet; Romaine*s Dampf grabe - Maschine. 1856. n. 6 Thlr. 

VI. u. VII. (Doppel)HeA, oder IL Serie 3. n. 4> Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcultur- 

Geräthe und Dampfpfiüge Englands. Von Dr. C. F. Sehn eitler. Mit 11 Tafeln. 1857. 

* n. 8 Thlr. 

Heft l-T-3 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4—7 oder II. Serie 1 — 4. Heft 

von C. F. Schneitier und J. Andr^e. 

©(i&tteitler, Dr. (£♦ g*, unb 3?ttUtt8 Wnixtt, dml^Sm^^^^^^^, bie ncue=: 
reu unb toid^tigcrcn Unblpirtl^fd^aftUd^ctt aKafd^incn unb 
©erat^c, tl^rc X^tmt, ßonfiructton, aBltfungglDCtfc unb SKniDcnbunö- 
@tn §anb6ud^ bcr lanbnjittl^fd^aftUd^cn aKafd^tnen- unb ©cratl^cfunbe 
jum ©clbflflubium unb Untcttid^t. ajltt 350 in bcn Scxt ö^btutften 
§oIaf^nittcn. gr. 8. 1862. gel^.. SZ^x. 

„Das neueste und vollständigste Buch über landwirthschaftliche Maschinen und Geräthe, 
welches durch seine, vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen 
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech- 
niker mit den landwirthschaftlichen Maschmen und Gerälhen sich näher bekannt zu machen Ver- 
anlassung haben. Wir können nur wiederholen, dass wir es hier mit einem gediegenen, 
der wärmsten Empfehlung werthen Werke zu thun haben. Alle Landwirthe , welche den 
Fortschritt in ihrem ehrenwerthen Berufe mit Freuden begrüssen, können ,, diese" Maschinen- 
und Geräthe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres 
Vereins die Anschaffung desselben ans Herz." 

[Landwirthschaftliche Mittheilungen (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.] 



©^röWer, 3* ©♦, fagUd^c Stnlcitung jum gtünblid^en Unter:: 
rid^t in ber 9llgc6ta. 9tad^ SScifpiclcn au^ ben in 3Keicr §trfci^*^ 
©amntlung enthaltenen ©leid^ungen unb 9lufgal6en. gr. 8. 1850. ge^. 

1 S^lr. 9 SRgr. 

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsätze enthält das Buöh ausführ- 
liche Auflösungen aller in Mever Hirsch's Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche 
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen. 



Stanun, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Seif- 
actor oder die selbstthätige Mule- Feinspinnmaschine. Aus dem 
Französischen übersetzt von Ernst Hartig. Mit einem Vorwort 
von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
IL Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862. geh. n. 4 Thlr. 

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach gegen mich den Wunsch aus. dieselbe in 
Deutschland einzuführen; ich konnte diesem Wunsche um so bereitwilliger entsprechen, als die 
Schrift selbst für eine wesentliche Bereicherung der im Fache der Spinn ereimechanik ohnehin nicht 
sehr zahlreichen Literatur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung erstreckt, 
welche mit jedem Tage grössere Bedeutung erhält und an deren Vervollkommnung und Nutzbar- 
machung für andere Spinnstoffe als Baumwolle auch deutsche Werkstätten sich wesentlich bethei- 
ligen, den Ge&^enstand selbst aber in, einer Art behandelt, welche auch fiir den der höheren Mathe- 
matik nicht Kundigen ein Verständnis zulässt. Ich' erlaube mir daher Alle, welche sich für das 
Spinnereifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingehenden Betrach- 
tungen über die Wirksamkeit der einzelnen Mechanismen des Selfactors und über die Mittel, durch 
welche einzelnen Fehlern in dem Producle des Selfactors abgeholfen werden kann, hinzuweisen 

Dr. J. A. Hülsse fn Dresden. 



Steiner's, Jacob, Vorlesungen über synthetiscbe Geometrie. 

2 Bände. 

I. Band: Synthetische Darstellung der Lehre von den Kegel- 
schnitten, auf Grand eigener Nachschrift und mit Benutzung hinter- 
lassener Manuscripte Steiner^s bearbeitet von Dr. C. F. Geiser, 
Docent der Mathematik in Zürich. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 
1867. geh. 
II. Band: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projek- 
tivische Eigenschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen 
und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner^s bear- 
beitet von Dr. Heinrich Schröter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
sität zu Breslau. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr. 

Vorläender, L L, Konigl. Preuss. Cataster - Inspector und Steuerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes- 
sungen, gr. Lex.-8. 1858. geh. 15 Ngr. 

^^— — über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 
oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

n. 20 Ngr. 

Weber, M. M. Preill. von, Ingenieur, Konigl. Sachs. Eisenbahn-Director etc., 
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von der Kritik einstimmig als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
unenthehrlieh bezeichnete Werk behandelt den tecnnischen Eisenbahnbetrieb in Bezug* auf die 
Sicherheit desselben in folgrenden Hauptabtheilung-en , deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von Unterabtheilung-en zeriallt, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irgend fUr den behandel- 
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich: 

Z. Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung*. d. die Stationen. 
H. Betriebsmittel, a. Locomotiven. b. Personenwagen, c. Güterwagen. HI. Be- 
waohusff. IV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, UnregelmasBigkeit, atmoepliiirisohe Bin- 
fltüBse fto. VII. AsseonranBen. Schlusswort. 



^— — di^ rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
specieller Rücksicht auf C. J. Dum^ry's Erfindung. Mit 3 lith. 
Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr. 

Durch die Erfindung Dum^ry's ist ein lange angestrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig: erreicht, doch näher g^erückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegende 
Schrift beleuchtet die Dum^ry'schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verbrennung: der Steinkohlen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnungen anschaulich. 

— — — die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn -Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

Der Verfasser weist nach , mit welchen Mitteln die Eisenbahn - Verwaltuns>en ohne fühlbaren 
Druck auf das Publikum sich von der Sorgte um die BeschafTune- der Geldmittel für die Pensionie- 
rung und Unterstützung der Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu 
den Unterstützung^cassen befreien könnm. 



^— — die Gefährdungen des Personals beim Maschinen- 
und Fahrdieijjist der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862. 
geh. ^ 12 Ngr. 

Dieses Schriftchen ist sp%cieU dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter gewidmet. 
Die auf langjährig-e Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben 
bereits vielseitige Berücksichtigung gefunden. 

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Schule zu Carls- 
ruhe, über Vielecke und Vielflache. [VIII u. 31 S. mit 
3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Berücksichtigung' der metrischen Verhältnisse an 



Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den 'Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geh. n. 2 Thlr. 

Vorlieg-endc Grundlinien der neueren Geometrie sind für den ersten Unterricht in diesem 
Zweig;e der Mathematik bestimmt und die g^anz elementare Entwickehing- des Ge^^enstandes dürfte 
in besonderen Fällen die Lehrer der Geometrie veranlassen, einire Partien oder Sätze der neueren 
Geometrie in den seither üblichen Unterri<;ht8cursus mit^ aufzunehmen. — Bass das Buch als eine 
vorzUg^liche Bereicherung' der mathematischen Literatur ang-esehen werden muss, hat Herr Prof. 
Bretschneider in Gotha in einer ausführlichen Beurtheilung* in d^r ,, Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik" Heft III, S. 258 ff. nachgewiesen. 

WÜllUBri Dr. Adolph I Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin's cours de physique de T^cole polyteehnique. 
Zwei Bände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben - 
druck. Zweite unveränd. Auflage, gr.8. 1866. geh. n. 11 Thlr. 20Ngr. 
Einzeln : 

I. Bandes 1. Abth. MeohanÜL und Akustik, n. 2 Thlr. 16 Ngr. 

I. » 2. Abth. Optik, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 
II. » 1. Abth. Wärmelehre, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 
IL » 2. Abth. Die Lehre vom Magnetismus und der Electricität. 

n. 4 Thlr. 10 Ngr. 

Die wissenschaftlichen Vorzüg^c dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
sind von der Kritik einstimmig' anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe ^stellt, einer- 
seits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
weiche tiefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen, 
CS hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe 
mehr ins Auge gefasst, als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist. 
• Die Verlagshandlung freuf sich , ein Urtheil des Herrn Professor J o 1 1 y in München beifügen 
zu können, welcher sich folgendermassen über das Buch ausspricht: 

„Das Lehrbuch der Physik von Wüllner ist eine sehr gelungene Arbeit , die sich, obschon 
es unserer Litteratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein- 
leitenden Theil der Mechanik schliesst sich Wüllner noch vielfach an das Lehrbuch von Jamin 
an, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ^anz selbstständigen Arbeit über, in welcher das 
Lehrbuch von Jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker 
in grösserer Ausführlichkeit vorgetragen sind. WüUner's Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fran- 
zösischer Forscher Berücksichtigung gefunden nahen. Es hat aber zugleich in der Litteratur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch, dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel tn kri- 
tiscl\er Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten , auf welche die Untersuchung sich stützt, 
s|)eciell angegeben sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden 
Litteratur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt sicti der Verfasser 
zunächst auf den Gebrauch der Elementarmathematik , so sind doch zugleich überall die Wege be- 
zeichnet , die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen , und die den Anfönger befähigen, 
sobsdd er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeignet hat , mit Leichtigkeit den betreffenden 
monographischen Arbeiten ztf folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 
nung "befriedige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
so würde fch ihn über das Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 
brauchen." Jolly. 

— — - Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 Fi- 
guren in Holzschnitt, gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 
der verantwortlichen Hedaction von Dr. 0. Schlömilch, Dr. B. 
Witzschel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I — ^X. Jahrgang 
1856 — 1867, 6 Hefte jährlich, gr.8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thlr. 

1. — III. Jahrgang, herausgegeben von 0. Schlömilch und B. Witzschel. 

IV. » » » denselben und M. Cantor. 

V.— XL » » » O. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Caiator. 

Zetsche, Dr. Karl Ed., die Copirtelegraphen, die Typendruck- 
telegraphen und die Doppeltelegraphie. Ein Beitrag zur 
Geschichte der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten, 
gr. 8. 1865. gßh. n. 1 Thlr. 26 Ngr. 
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